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Prologo

Las presentes notas comprenden las lecciones de ecuaciones diferenciales
ordinarias que he impartido durante algunos cursos en la Universidad de La
Laguna. La materia, cuatrimestral y obligatoria, se impartié a razén de 5 ho-
ras/semana; por tanto el contenido de las notas excede ligeramente los temas
que se expusieron en realidad.

La Laguna, 26 de junio de 2013.
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Capitulo 1

Introduccion y Métodos
elementales

1.1. Introducciéon

En términos informales, una ecuacién diferencial tiene por incégnita una
funcion y(z) la cual ha de satisfacer junto con sus derivadas hasta el orden n,
y,...,y™ una relacion de la forma

F(x7y7"'>y(n)) =0.

El objetivo consiste en hallar y(x) en base a dicha relacion.

Si en dicha ecuacién se puede despejar la derivada de mayor orden 3™, es
decir expresarla asi:

y" =Gy, y"Y),

se dice que esta en “forma normalizada”. Para poder aplicar los resultados teéri-
cos que se desarrollan en este curso es necesario expresar las ecuaciones en este
formato.

En los ejemplos que siguen,

= se presentan diversas clases de ecuaciones diferenciales aprendiendo a es-
cribirlas de una manera unificada,

= se comprueba que con gran generalidad, poseen una infinidad de solucio-
nes,

= se observa que las soluciones se pueden escoger con unicidad cuando se
imponen condiciones iniciales.

1.1.1. Ejemplos

Ejemplo 1.1. Teorema fundamental del cdlculo. La mas elemental de las ecua-
ciones es

y = f(x),

1



2 CAPITULO 1. METODOS ELEMENTALES

donde f(z) es una funciéon continua dada, definida en un intervalo (a,b). Esta
ya se ha estudiado en el capitulo de calculo de primitivas.

Recuérdese el siguiente resultado (ver por ejemplo [11]) “Si f = f(t), f : [o, ] —
R es continua entonces la funcion F(t) = f; f(s) ds es derivable en [o, 8] (en «
por la derecha y en 3 por la izquierda) y ademas F'(t) = f(t),Vt € [, B]". Se
deduce de aqui el siguiente resultado.

Propiedad 1.1. Sea f : (a,b) = R continua. Entonces el problema
r_
y(TO) = Yo,

admite, cualesquiera que sean xo € (a,b) y yo € R, una tnica solucion definida
n (a,b). A saber,

) =+ [ " f(s) ds.

La conclusiéon més importante es que genéricamente, las ecuaciones diferen-
ciales admiten infinitas soluciones. Lo corroboraremos en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.2. El oscilador armdnico con un grado de libertad. Un objeto de masa
m se mueve sin rozamiento sobre la recta bajo el campo de fuerzas F(x) = —kx,
k > 0 (Ley de Hooke), donde z es la posicion.

Propiedad 1.2. Para xg,v9 € R dados, el problema

mz" = —kx
l’(t()) = 29 (12)
.%‘/(to) = Vo,

admite una unica solucién. La solucién tiene la forma explicita

- (= t0) + oy seny /(¢ — to)
T = T COS m 0 Vo k sen m 0

Ejemplo 1.3. Se puede afirmar que la teoria de ecuaciones diferenciales naci6
en torno al siguiente problema: “determinar la trayectoria x(¢) de una particula
de masa m sometida a un campo de fuerzas F' = F(z), F : R® — R3, cuando se
conocen su posicion y velocidad inicial: z(ty), 2’ (ty) € R3”. En otras palabras,
hallar la solucién del problema,

ma'” = F(x)
{I?(t()) = X0 (13)
$/(t0) = o,

donde los datos son los valores g, vg € R? y el campo de fuerzas F(z) se supone
conocido.
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Ejemplo 1.4. Problema de los dos cuerpos. Dos cuerpos aislados de masas my,

meo sometidos a la interaccién gravitatoria mutua, se desplazan en un plano .

Si Z1(t), Z2(t) son sus trayectorias, las ecuaciones del movimiento son

%IZGm2 EE2_;%‘1 )
|Z1 — Zo[?

i‘g = Gmlifl _71'23.
|71 — T2

El centro de masas

mi

F:Q_?1+9(J_7271_71):(179)fl+91_72, 179:ﬁ,9:@

M’

M = mi 4+ ms cumple
r=0.

Se tiene que
I —TF=—0%, Ty—7=(1-0)Z
donde T = To — 1. Por tanto el movimiento relativo de los dos objetos celestes
m1, me con respecto al centro de masas 7 se reduce a conocer Z(t). Se comprueba
inmediatamente que ~
F=—-GM=, (1.4)

P
donde p = |Z|. Dicha ecuaciéon debe integrarse (“resolverse”) junto con los da-
tos de la posicion y velocidad iniciales Ty, U9 para determinar el movimiento.
Recuérdese que al ser éste plano = = (z(t), y(t)).

Fue Newton quien planteé y resolvié a plena satisfaccién el problema. Trata-
remos de ello un poco méas adelante. Obsérvese que (1.4) constituye en realidad

un sistema de dos ecuaciones diferenciales

i=-GM=
p

j=-aMY,
p

donde = (z,y).
Ejemplo 1.5. Ley de crecimiento de Malthus. Si z(t) representa el namero de
'(t)

individuos de una poblacién bioldgica, entonces el cociente gy se llama tasa
x

de crecimiento de la poblacién. La poblacién sigue la ley de Malthus si dicha
tasa es constantemente k, k > 0.

Propiedad 1.3. EIl problema

{x’(t) = ka(t) + g(t)

z(to) = xo,

(1.5)

1Basta para ello que las velocidades iniciales y el vector diferencia de posiciones iniciales
sean coplanarios.
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admite una unica solucionsolucion:
t
x = goeltto) 4 / ek(th)g(T) dr.
Jo

El término g tiene dimensiones de niimero de individuos por unidad de tiem-
po y representa las perturbaciones sobre la poblacién causadas por procesos de
captura (pesca, caza, cosecha).

En algunos casos es razonable suponer que la tasa de crecimiento de la
poblacion es sensible a cambios estacionales. Por ejemplo k = k() una funcion
T-periodica. La forma de la correspondiente soluciéon se estudia més adelante.

Los procesos migratorios constituyen otra de las maneras en que pueden
aumentar o disminuir los efectivos de una poblacién. No nos ocupamos en este
curso de las ecuaciones que regulan estos procesos mas complejos.

/
t
Ejemplo 1.6. Crecimiento logistico. Si la tasa de la poblacion es z (t) = k—ax(t)
x

se dice que la pobacién sigue la ley de crecimiento logistico o de Verhulst.

Propiedad 1.4. Para cada tg € R y xg € R, el problema,

{w’(t) =z(k — azx)

2(to) = 70, (1.6)

admite una unica solucion. Ademds, dos de las soluciones de la ecuacion (las
que corresponden, respectivamente, a los datos iniciales xo = 0 y o = k/a) son
constantes.

1.1.2. Escritura unificada

Un sistema general de ecuaciones diferenciales de primer orden adopta la
forma:

2i(t) = filt,z1(2),. .., xn(t))

() = falt,z1(t),. .., xa(1)).
Escrito abreviadamente,
a’ = f(t,z),
T = (xla"wxn)a f: (f17"'7fn)-

Todas las ecuaciones de los ejemplos anteriores, incluso la ecuacién diferen-
cial de orden n en forma normalizada

M (t) = G(t, x(t),...,an" D),

se pueden expresar como un sistema de primer orden.
Para convencerse de ello basta observar, por ejemplo, que la ecuacién

2" (t) + z(t) =0,
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) = a9
Ty = —T1,

para lo que se ha hecho la substitucién (z1,23) = (x,2’). El caso general se
trata igual.

Por lo tanto, toda la teoria de ecuaciones diferenciales se desarrolla para
sistemas de primer orden.

con = € R equivale al sistema

1.1.3. Campo de direcciones

Supongamos que f(z,y) es una funcién continua en un abierto Q C R2. Si
y(x) es una solucion de la ecuacion

y' = f(z.y), (1.7)

en cada uno de los puntos (z,y(z)) de la curva y = y(z) la recta tangente tiene
pendiente m = f(z,y(z)).

Una ecuacion diferencial en 2 define por tanto un “campo de direcciones”
en (2; cada punto (x,y) tiene asociado una recta de pendiente m = f(z,y), las
soluciones de la ecuacion son curvas que se “ajustan” al campo pues pasan por
los puntos de €2 cinéndose a las rectas tangentes que les prescribe la ecuacién.
Esto se expresa de manera mas formal como sigue.

Un elemento de linea (un “elemento”) es el triplete (x,y, m) donde (z,y) € Q,
m la pendiente de una recta por (z,y). Por tanto, un elemento es un punto y una
direccion. Una curva derivable y(x), x € I, I un intervalo, define una familia
uniparamétrica de elementos (x,y(z),y’(x)). Una funcién f(z,y) definida en
Q puede observarse como fijando una direccién en en cada punto (z,y) € Q.
La familia (z,y, f(x,y)) se llama un campo de direcciones en Q y la ecuacion
diferencial (1.7) induce un tal campo en €. Una curva y(z) es solucion si todos
sus elementos (z,y(x),y’ (z)) pertenecen al campo de direcciones (x,y, f(x,y)).

Una manera de visualizar las soluciones de (1.7) consiste en trazar en ) las
isoclinas de su campo de direcciones. Para m fijado, el conjunto

Cm = {(I7y) € Q/f(x,y) = m}

se denomina curva isoclina, siempre que C,, sea una curva (ver mas adelante el
Teorema de la Funcion Implicita). En efecto, todas las soluciones que cortan a
Cm lo hacen con pendiente m.

La ecuacion da asf informacién sobre sus soluciones. Por ejemplo en QT =
{f(z,y) >0}, Q9 ={f(x,y) < 0} las soluciones son respectivamente, crecientes
o decrecientes.

Si la solucion y(z) es dos veces derivable (Capitulo I1I), entonces

y// = fac"’fyf

Las soluciones son por tanto convexas en la region {f, + f,f > 0} y concavas

en {f, + fy,f <0}
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1.1.4. Poligonales de Euler

El método de las poligonales de Euler proporciona las aproximaciones mas
“ingenuas” de la posible solucién al problema

{CU/ = f(t,2)

z(a) = zo.

Se sustenta en las ideas geométricas del epigrafe anterior. Se trata de aproximar
la grafica de una solucion (t,z(t)) en un cierto intervalo [a,b] mediante una
poligonal de vértices Py, P1,..., PN.

Para ello se construye un algoritmo que permite calcular el punto P; de la
poligonal a partir del P;_;. Asi, conocida la regla de paso P;_1; — P; s6lo necesi-

tamos conocer Py para obtener Py, ..., Py tras la aplicacién del procedimiento
N veces.
Primeramente se divide [a,b] en N partes {top = a,t; = to + h,...,ty =

to+ Nh =b} donde h = b’T“ se denomina el paso del algoritmo. Por otra parte
se toma Py = (to,x0), es decir, los datos iniciales del problema de Cauchy cuya
solucién vamos a aproximar. Finalmente, conocido P;—1 = (t;-1,2;—1), el punto
P; = (t;,x;) se deduce mediante las ecuaciones

ti=ti1+h, x =x;_1+ f(Pi_1)h.

Notese que los tramos que enlazan x;_; con z; en la poligonal, se recorren con
velocidad f(P;_1).
A modo de ilustracion se ha realizado la simulacion (usando ‘MATLAB’) en

el ejemplo:
y =y
y(0) =1,

del que se conoce la solucién exacta, y = e . En la Figuras 5.1, 5.2 se han
construido las poligonales para h = 0,1, h = 0,01.

z2/2

1.1.5. Ejercicios

1. Probar que la ecuacién del Ejemplo 1.1 se reduce a

z+x=0.

2. & Siguiendo la pauta del Ejemplo 1.1 demuéstrese que para valores xg y
v cualesquiera el problema de Cauchy:

' —x=0
z(0) = zo
$/(0) = o,

admite una unica solucién.
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h=.1
1.7F b
aprox
exacta |
1.6 /A

Figura 1.1: Poligonal para h = 0,1.
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1.7t E
aprox

exacta |/
16f 7

Figura 1.2: Poligonal para h = 0,01.
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&

s} =3
~— N N N

jol

. Determinar los movimientos x(t) = (z;(¢)) en el espacio R? con aceleracion

nula.

Determinense los valores de A para que las siguientes ecuaciones diferen-

ciales tengan solucion de la forma y = e*.

y' + 2y =0.
y' +y —6y=0.
Yy —y=0.

yll/ _ Sy// + 2y/ — 0
Soluciones. a) A= —2,b) A=2,-3,¢c) A==x1,d) A=1,2.

. Determinense los valores de p para que las siguientes ecuaciones diferen-

ciales tengan solucién de la forma y = «?.
22y 4+ 4xy’ + 2y = 0.

2%y — day’ + 4y = 0.

Soluciones. a)y p=—1,—2,b) p=1,4.

. Escribir como una ecuacién de primer orden las siguientes ecuaciones:

y1/+2y/7y:6t
y" —4A(y')? +senz =3 —y
2 + f(x) =0.

. Sea g € C(R). Probar que

t
x(t) :/ e"’(t_T)g(T) dr
0
resuelve la ecuacion diferencial

' =kx+g.

. & Demuéstrese que para cada g € C(R) periodica de periodo T, i.e. Vt €

R:g(t+T) = g(t), la ecuacion diferencial
¥ =kx+g.

admite una solucién periédica.

. Tracese el campo de direcciones de la ecuacién:

2 =t +z,

esbozando la grafica aproximada de las soluciones.
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Dada la ecuacién:
=1+t—=z,

hallese el campo de direcciones. Demuéstrese que x(t) = ¢ es una solucién
y dése la forma aproximada de las soluciones.

. Aplicando el método de isoclinas, trazar aproximadamente las curvas in-

tegrales de las ecuaciones diferenciales siguientes.

y =-2.
x

Y =y.

y =x+vy.

v =y-v

. Sea y(x) una soluciom C*° (ver Capitulo III) de una ecuacién diferencial

Z// = f('Tvy)

de la que se sabe que f es de clase C°. Calctlense las derivadas y”, y"' y
y(™) de la solucién. Convénzase el lector que pueden calcularse todas las
derivadas de y que se quieran.

Resolver aproximadamente, usando el método de Euler, los siguientes pro-
blemas, en los intervalos especificados y con el paso dado.

Y = % y(1) =1,z € [1,4], h = 0'5.

y =2+ y(0)=0,2€[0,1], h =01.
vy =1+ay? y(0) =0,z €[0,1], h=01.

. Tomando paso h = 1/n y usando el método de Euler para aproximar la

solucién de:

Yy =y
y(0) =1,

1 n
n

con y, el valor aproximado de y(1).

pruébese que

. Escribir en cada caso la ecuacion diferencial que satisfacen las curvas

que contenidas en el primer cuadrante, cada uno de sus puntos divide en
partes iguales al segmento de tangente que queda en dicho cuadrante,

aquellas cuya la normal en cada punto y la recta que lo une con el origen
forman un tridngulo isosceles con el eje OX,
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c¢) aquellas cuyas normales pasan por un punto fijo,

d) aquellas tales que la pendiente de la tangente en cualquier punto es pro-

16.

porcional a la abcisa en dicho punto.

& Esta nevando con regularidad. A las 12 sale una maquina quitanieves
que retira una cantidad constante de nieve por unidad de tiempo. En la
primera hora recorre 2 kms y en la siguiente s6lo uno. jA qué hora empezo
a nevar?

1.1.6. Soluciones de los ejercicios &

t

e Solucién 2. Razonando como en el Ejemplo 1.1 se encuentra que ef, et y

x(t) = Ae' + Be™!
son soluciones de la ecuacién y que
x(t) = xo cosht + vgsenh ¢

es solucién del problema.

En cuanto a la unicidad si y(¢) es otra solucion entonces z(t) = z(t) — y(t)
cumple:
2 —z=0.

Multiplicando por 2z’ encontramos que

es decir

para todo t.

Afirmamos que z(t) = 0. Si no, podemos suponer sin pérdida de generali-
dad que existe t; > 0 donde

Z(tl) > O,

por tanto existe 0 < ¢y < t; tal que z > 0 en (to,t1] y 2(to) = 0. Al ser,
de la ecuacion

z es convexa en [to, t1] luego necesariamente:

Z/(tl) > Oa
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y por la misma razén 2z’ > 0 en (tg, t1]. Por tanto:
7=z
en [to,t1]. Segun la Propiedad 1.3 esto implica
2= z(ty)el 1)
que es imposible porque tal z no se anula nunca (z(t;) > 0).

Solucién 8. En primer lugar observamos que la solucion periodica es tnica.
Dos soluciones periodicas z1(t), x2(t) difieren en z(t) = x1(t) — z2(t) que
cumple:

2 =kz,

con lo cual z es T-perddica y

2(t) = CeM.
La tGnica manera en la que el segundo miembro es T—periddico es con
C = 0. Luego z1(t) = z2(t).

Buscamos ahora z¢ de suerte que la solucion genérica de ©’ = kx + g(¢):

t
z(t) = zoet?t +/ ek(th)g(T) dr
0

sea T—periddica. A tal fin obsérvese que

t+T
z(t+T) =z 4 / FHHT=T) g(r) dr =
0

T t
xoek(t""T) + / ek(t+T_T)g(7‘) dT —+ / ek(t_s)g(s + T) dS =
0 0

T t
Ioek(tJrT)Jr/ FHT=) g(7) d7+/ FEg(r) dr. (1.8)
0 0

Igualando
z(t)=x(t+T)
resulta T
oett = ek t+T) +/ HUET=T) (2 dr,
0
de donde, simplificando e** resulta:

T
(1- ekT)xo = / ek(T_T)g(T) dr,
0

es decir:
1

T
— k(T—7)
Zo A=y /0 e g(T) dr.

Este es el valor de ¢ que da la tinica solucién periddica.
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e Soluciéon 16. Empieza a nevar a las tg horas y la altura de la nieve es:
h(t) = ¢(t — to),

donde c es constante (estd nevando con regularidad ... ).

Llamamos v al volumen de nieve desalojado por unidad de tiempo (li-
tros/hora) por la “quitanieves” (v constante), A el ancho de la carretera
(que suponemos rectilinea ).

Por tanto un avance dz de la quitanieves en dt unidades de tiempo supone
al mismo tiempo desalojar una cantidad de Ah(t)dx litros de nieve.

El balance es:
vdt = Ah(t)dz.

De aqui:
dx v

dt — Ac(t —to)

La trayectoria de la méquina es:

Los datos del problema son:
x(13) = xo + 2 x(14) = zo + 3.

Haciendo 7 = 12 — t; resulta:
(T+1)3 <T+2>2 -1++5
= >7=—""\
T T 2

Asi, empezd a nevar a las
-1 5
12 (; V5 )

horas.
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1.2. El problema de Cauchy

Sea f: QCRxR* — R" continua, @ C R x R™ un abierto,
(t, ) — f(t,z)
diremos que el par (z,I), donde I es un intervalo abierto de R y

z: I — R"
t —  z(t)

una funcién diferenciable, es una solucién de la ecuacién diferencial
!/

?;) Para cada t € I: (¢,z(t)) € Q,
(b) z'(t) = f(t,z(t)) para todo t € I.

Observacion 1.7. En el contexto de las ecuaciones y sus aplicaciones se conoce
a f(t,z) como el “campo” asociado a (1.9).

Cuando f: QCR®™ — R"™ no depende det, se dice que f es un

campo vectorial (“estacionario”) en €. Una solucién z(t) de la ecuacion
o' = f()

parametriza una curva 7y C ) cuyas tangentes “se adaptan” al campo f.

Observacion 1.8. La ecuacion (1.9) constituye en realidad lo que podriamos
denominar un sistema de ecuaciones diferenciales. Si z(t) = (x1(t),...,zn(t)),
ft,z) = (fi(t,z1,...,2y,)) entonces (1.9) se lee

y = filt,xy, .. xn)

= falt,zr, ., x0).

Como ya se ha senalado, esta clase de ecuaciones también comprende a las
ecuaciones escalares de orden n

2™ = G(t,x,... ,x("*l)).

Definiciéon 1.5. Para f(t,x) como antes el problema de Cauchy con datos
iniciales (to,x0) € @ C R x R™:

{m/ = flt.7) (1.10)

I(to) = 2o,

consiste en hallar una solucion (x,I) de ' = f(t,x) tal que to € I y x(to) = 0.
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Observaciones. La definicién de solucién que hemos dado resalta que debe te-
nerse en cuenta el dominio de definicién I de los candidatos a soluciéon. Cuando
la solucion se construye de manera teorica, ésta solo estd definida en un pe-
queno intervalo que va prolongandose paulatinamente. Puede considerarse en
la definicién cualquier tipo de intervalo I a condicién de que tenga interior no
vacio y las derivadas en los extremos que pertenezcan al intervalo se consideren
laterales. Sin embargo, salvo que se advierta lo contrario, siempre supondremos
que los intervalos I son abiertos.

El concepto de solucion introducido, amén de aparatoso, lleva a especulacio-
nes triviales del tipo siguiente. Si (y, J) es una solucién de (1.9), entonces dicha
solucién genera infinitas mas. En efecto, para cualquier subintervalo I C J, se
define x = g, (es decir, la restriccién de y a I) y entonces (x, I) también es otra
solucion de (1.9).

Definicién 1.6. Dadas dos soluciones (z,I),(y,J) de:

z' = f(t,.’L‘),

se dice que (y,J) es una prolongacion de (z,I) o simplemente que y(t) extiende
a x(t) si I C J mientras y(t) = x(t) para todo t € I.

Observaciones. El problema interesante consiste en hallar aquellas soluciones
(z*,I*) de (1.10) que extiendan a todas las otras posibles soluciones (z,I) del
problema (1.10). En el Capitulo 2 se analizara la cuestion en profundidad.

A estos y otros efectos resulta ttil la siguiente propiedad.

Propiedad 1.7. Sean y : (a,b] = R", z: [b,c) = R™ soluciones de la ecuacion:

= f(tax)7

tales que y(b) = z(b). Entonces x(t) = y(t) si t € (a,b], z(t) = 2(t) si t € (b, c)
es una solucion de dicha ecuacion.

Conviene también clarificar qué se entiende por el hecho (casi obvio) de que
(1.10) admita una tnica solucion.

Definicién 1.8. Se dice que el problema de Cauchy (1.10) tiene la propiedad
de unicidad de soluciones si cualesquiera que sean las soluciones (x,I), (y,J)
de (1.10) se cumple que

x(t) = y(t) para cada t € I NJ. (1.11)

Se dice que (1.10) cumple la propiedad de unicidad local de soluciones si
existe € > 0 tal que la identidad (1.11) se cumple solamente en (to —e,t0+¢€)N
nJ.

Se dice asimismo que (1.10) satisface la propiedad de unicidad de soluciones
a la derecha de to si (1.11) se cumple en [tg,00) NI N J. El problema (1.10)
satisface la propiedad de unicidad local a la derecha de to si (1.11) se cumple en
[to,to +€) NI NJ para cierto € > 0. Las correspondientes nociones de unicidad
y unicidad local a la izquierda de to se definen simétricamente.
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La unicidad de soluciones esté relacionada directamente con la construccién
de soluciones globales.

Propiedad 1.9. Si el problema (1.10) posee la propiedad de unicidad de solu-
ciones entonces admite una inice solucion mazimal (z*,1%).

Demostracion. Se considera la clase
S={(y,J): (y,J) solucion de (2)} = {(Ya, Ja) : @ € A}.

Formamos el intervalo I* = Uy J,. Se define 2* : I* — R™ como z*(t) = ya(t)
sit € Ju. Se comprueba que x* esta bien definida y que es solucién. Para esta
ultima afirmacion nétese que si t1 € I'* entonces t; € J donde (y,J) es una
solucién. Luego z* = y en J, x* es diferenciable en un entorno de ¢; y cumple
la ecuacion (jel entorno es J!). Resulta obvio que (z*, I*) es maximal. O

La siguiente propiedad dice que si el problema (1.10) posee al menos una
solucion para cada (tg,zg) € Q y tiene la propiedad de unicidad local de solu-
ciones entonces cumple la propiedad de unicidad de soluciones (tal como se ha
definido antes).

Propiedad 1.10. Si el problema (1.10) cumple a la vez, para cada (to, zo) € €2,
la propiedad de admitir al menos una solucion (x,I) y la propiedad de unicidad
de local de soluciones entonces dicho problema posee la propiedad de unicidad
de soluciones para cada (tg, o).

Demostracion. Sean (y,J), (z,5) dos soluciones de (1.10). Definimos
E={teJnS:y()==z()}

El conjunto E # () pues ty € E. Supongamos ahora que ¢, € F'y que t,, — t
cont € JNS. Como y(t,) = z(t,) resulta y(tf) = z(t) y t € E. Por tanto E es
cerradoen J N S.

Probamos a continuacién que E es abierto en JNS. Si t; € E y llamamos
x1 = y(t1) = z(t1) entonces (y, J), (z,S) son también soluciones del problema

' = f(t x)

I(tl) =X.
Por la propiedad de unicidad local se cumple que y(t) = z(t) para t € (t; —
g,t1 +¢). Luego (t1 —e,t1 +¢) C E y E es abiertoen JN S.

Por conexidad E=JNS.
O

Ejemplo 1.9. Hemos considerado ejemplos donde se cumple la propiedad de
unicidad de soluciones. El que sigue es un ejemplo clésico de no unicidad. El

problema de Cauchy,
o’ = /|x]
z(0) =0,
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admite al menos dos soluciones. Una de ellas es (z1, 1), con z1(¢) =0,1; = R,
otra es (22, I2) donde x2(t) = signo (t)%, siendo signo (t) = —1 (respectivamen-
te, 0, 1) si t < 0 (respectivamente, t = 0, ¢t > 0). Recalquemos que lo notable es
que el problema de Cauchy tenga més de una solucion; por la breve experiencia

que se tiene, las ecuaciones diferenciales admiten siempre infinitas soluciones.
En las aplicaciones es muy frecuente el siguiente tipo de ecuacién diferencial,
e ® =Gt 2, ... FY) (1.12)
donde,

G Q CR x RF — R
tyo,s Y1, Yk—1) +— G, yo,Y1,- -, Yk—1),

Q) es un abierto de R x R¥ y G es continua. Una solucién de (1.12) es asimismo
un par (z,I), I un intervalo de R y « = z(t) una funcién que admite derivadas
hasta el orden k en I, tal que,
a) (t,zt),...,2* D) eqQ, Vtel,
b) z®)(t) = G(t,x(t), ' (t),...,*=V(t)), Vte I

Se dice que (1.12) es una ecuacion diferencial de orden k. El problema de

Cauchy para (1.12) con datos iniciales (to,&1,...,&k) consiste en hallar una
solucién (x,I) que cumpla ademas

z(to) = &

' (to) = &

:L’(kil)(to) = gk

Las ecuaciones (1.12) se puede expresar de forma equivalente como una ecua-
cion del tipo (1.9).

Propiedad 1.11. Toda ecuacion de la forma (1.12) es equivalente a una cierta
ecuacion de la forma (1.9).

Demostracion. Supongamos que x(t) es una solucién de (1)" definida en el in-
tervalo I. Entonces la funcién

Z(t) = (z1(t), 22(t), ..., xx(t)) = (x(t), 2/ (1), ..., 2% V(1))

es solucién de:

xh = xo
/
T2 =0 (1.13)
x, = G(t,x1(t),...,z(t)),
ecuacion de la forma (1.9), concretamente ¥’ = f(¢,Z) donde f = (f1,..., f)
es f1 = o, ..., fr = G(t,x1,...,x1). Por otra parte, si (Z, ) es una solucién de
ésta ultima, Z(t) = (x1(t),...,xk(t)), entonces x1(t) (6 (x1,I)) es solucion de

(1.12). O
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1.2.1. Ejercicios
1. Sea z(t) una solucién de la ecuacién auténoma:
¥ = f(z).

Pruébese que y(t) = z(t — ¢) también es solucion, cualquiera que sea la
constante ¢ € R.

2. Se considera la ecuacién diferencial
/ —
' =+/|z|.

a) (Es z(t) = t?/4 es una soluciéon? ;Lo es en algin intervalo I de R? Deter-
minar el mayor de tales intervalos I.

b) Demostrar que existen infinitas soluciones que satisfacen z(0) = 0.

c¢) ;Para qué valores de « existen infinitas soluciones en [0, ] cumpliendo
z(0) = —17

3. Para k y « constantes positivas estudiense las soluciones de la ecuacién:
' =kx(a — 1),

sin resolverla.
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1.3. Meétodos de integraciéon elemental

El siguiente resultado se conoce de cursos anteriores aunque quizas bajo un
aspecto diferente del que vamos a considerar. El problema principal consiste en
probar la existencia de soluciones y de una ecuacién G(a,y) = 0 donde « es
un parametro. En algunos casos, para un valor particular aq es facil resolver la
ecuacion, y en efecto podemos hallar una solucién en particular yo. Bajos ciertas
condiciones —que se precisan a continuacién— se puede probar la existencia de
otras soluciones y proximas a yg, para valores de a préoximos a ap. Se puede
garantizar ademas que en esas condiciones de proximidad dichas soluciones son
Gnicas. Por eso, el que sigue constituye el prototipo de teorema de existencia y
unicidad.

Teorema 1.12 (Teorema de la Funciéon Imlicita). Sea

F: UcCR"xR™ — Rm™
(z,y) —  F(r,y),

U un conjunto abierto de R™ x R™, una funcion de clase C'. Supongamos que
existe (zo,y0) € U tal que
F(20,90) = 0.

Zo,Yo) es nosingular, o lo que es lo mismo, que

Supongamos ademds que 2L (
1

y

)
existe la inversa %—i(xo, Yo)~*. Entonces, existen £,0 > 0 y una funcion Cl,

g: Be(zg) — R™
T — g()

con g(xo) = yo y 9(Be(20)) C Bs(yo) tal que:
a) (Existencia de soluciones) Vx € B:(xo) el par (x,y) = (z,g(x)) es solucion
de la ecuacion:

F(z,y) = 0. (E)

b) (Unicidad de soluciones) Las inicas soluciones (z,y) de (E) en el conjunto
B.(x0)x Bs(yo) son las que se indican en a). Es decir, si (x,y) € B:(20)XBs(yo)
es solucion de (E), entonces x € B:(x) tal que y = g(x).

1.3.1. Ecuaciones en variables separadas

Teorema 1.13 (Teorema de existencia y unicidad, ecuaciones en variables se-
paradas). Seanp =p(t), p: (a1,a2) = Ry f = f(z), f: (b1,b2) = R funciones
continuas. Entonces, Vtg € (a1, az2),x0 € (b1,b2) el problema de Cauchy

«' = p(t)f(x)
{x(to) ., (1.14)

admite una solucion (z,I). Ademds:

a) El problema posee la propiedad de unicidad local si f(xg) # 0.
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b) Si f es de clase C' entonces ? se satisface la propiedad de unicidad de solucio-
nes sin restricciones sobre el valor de f(xo). Se cumple por tanto la propiedad
de unicidad de soluciones y (1.14) posee una tdnica solucion maximal (x*(t), I*).

Observacion 1.10. El intervalo de existencia maximal I* se suele representar
como (a,w).

El semintervalo [tp,w) representa la maxima prediccion futura que propor-
ciona la ecuacion.

Uno de los grandes problemas abiertos en ecuaciones —que se resuelve expli-
citamente en el caso de variables separadas— consiste en dar informacién sobre
dicho intervalo en clases generales de ecuaciones (ver la observacion ii) debajo).

Observaciones 1.11.

i) Como prueba el ejemplo de 2’ = /|z| la sola continuidad de f no basta para
conseguir la unicidad local si f(z) = 0.

ii) La ecuacién estd definida para ¢ € (a1, as). Sin embargo, los ejemplos que
siguen muestran que en general las soluciones no estan definidas en dicho inter-
valo.

Ejemplo 1.12. Hdllese el dominio de existencia de las soluciones del problema,

T = IQ
x(t()) = Zg.

Ejemplo 1.13. Recapitilese el dominio de existencia de las soluciones del pro-
blema:

' (t) = z(k — ax)
ZL'(lLo) = XZp-
Obsérvese la influencia de la posicion incial xo sobre dicho dominio. En parti-

k
cular, considérense los rangos (a) xo <0, (b) 0< 29 < — y (¢) zo < —.
a a

Ejemplo 1.14. Estidiense las soluciones de x' = cost (1 + x2) para diversas
elecciones de los valores iniciales y del pardmetro o.

Cuando f(xzo) = 0 lo que sucede es que z(t) = o es soluciéon del problema
(1.14). Este tipo de soluciones recibe un nombre especial.

Definicién 1.14. Se dice que z(t) es una solucion estacionaria de la ecuacion
' = f(t,x) st z(t) = ¢ con ¢ constante.

Propiedad 1.15. z(t) = ¢ es una solucidn estacionaria de ' = f(t,z) si y
solamente si f(t,c) = 0 para todo t.

2En realidad bastan condiciones mas débiles de regularidad que veremos con posterioridad,
por ejemplo, f localmente Lipschitzciana en (b1, b2).
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Un caso importante de ecuacién en variables separadas es la ecuacién auto-
noma;

l‘l = f(x)v

as{ denominada porque el tiempo no aparece explicitamente en el segundo miem-
bro.
Una observacién importante tiene que ver con la solucién del problema:

{I/ = /(@) (1.15)

x(to) = zo.
Si: v g
F(z) = ” m7
y si f(zg) # 0 la solucién cumple:
z(t) = F7 1t —tp). (1.16)

La relacion (1.16) dice que basta resolver el problema con ¢y = 0, cuya solucién
es y(t) = F~1(t), para tener la de (1.15) por traslacion z(t) = y(t — to).
Otra propiedad que tiene que ver con la ecuacién auténoma es la siguiene.

Propiedad 1.16. Si x(t) resuelve ' = f(x), estd definida para t € [ty,0) y
cumple:
lim z(t) =,
t—+oo
entonces y(t) = ¢ es una solucidn estacionaria, es decir, f(c) = 0.

En el caso de la ecuacién auténoma,

2 = f(@)

las soluciones de equilibrio juegan un papel importante con respecto a las solu-
ciones proximas.

Propiedad 1.17. Sea f una funcién C' en el intervalo (c1,c2) y ¢ € (c1,c2)
un cero de f. Supdngase ademds que

f(x)>0 x € (e1,0), f(z) <0 x € (e, c2).

Entonces para todo xo € (c1,c2) la solucion de

x' = f(x)
x(to) = o,

estd definida en [to,0) y ademds:

tli>nolo x(t) = c.
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Estudiamos ahora el comportamiento de las soluciones no acotadas de la
ecuacion =’ = f(x).

Propiedad 1.18. Sea f una funcion C' en el intervalo (a,o0) mientras
f(z)>0 x>b>a.

Entonces para cada xo > b la solucién mazimal (x,I) de

a = f(z)
.L(to) = Xy,

es creciente en I N [ty,00) = [to,w) y satisface:

lim x(t) = +o0.

t—w

Mids ain: -
ds

v J(8)

Observacion 1.15. La relacién integral precedente permite decidir —sin hallar la
solucién— si el extremo w del intervalo maximal es o no finito.

A titulo de ejemplo considérense las ecuaciones 2’ = z, 2/ = logx, 2’ =
zlogr y ' = 2% con a > 0, z > 0.

w:t0+

1.3.2. Ecuaciones Homogéneas

Supongamos que f : (a1,a2) — R es continua. Una ecuacion diferencial
homogénea es aquella cuyo “campo” o segundo miembro tiene la forma f(¢,z) =

f (%) Es decir,
s-s()

Notese que la ecuacién esta definida en los sectores (uno y su opuesto) Q =
x
{(t,x)/a1 < 7 < as}. Para normalizar siempre supondremos que ¢ > 0. Dichas

ecuaciones se reducen a ecuaciones en variables separadas cuando se introduce

x(t)

el cambio de variable u(t) = -~ En efecto, para (tg, o) € €2 el problema de
Cauchy,
r_ f)
=1 (t
l’(to) = Xo,

es equivalente a,
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Proposicién 1.19. Si f € C(ay,az2) el problema (P) admite al menos una
solucion. Si f € C'(ay,az) dicha solucién es inica.

Observacion 1.16. Notese que © = mit es solucion si y solamente si f(m) = m.
Esta es la versién para ecuaciones homogéneas de las soluciones estacionarias.

Ejemplo 1.17. Hdllese la solucidn del problema,

d
x% =y+ a2 +y?
y(1) = 0.

Algunas ecuaciones sencillas se reducen a ecuaciones homogéneas. Esto se
muestra en los siguientes ejercicios.

Ejercicio 1.1. Considérese la ecuacion diferencial

@_ t+u—+1
dt  t—u+3

Estudiar un cambio de variable de la forma U = u+ky, 7 =t + ko que permita
resolver la ecuacion.

Ejercicio 1.2. Demuéstrese que la ecuacidn diferencial,

dfu_at—kbu—l—m
dt  ct+du+n’

puede reducirse a casos elementales. Para ello es conveniente distinguir entre

ad —be # 0 y ad — bc = 0. Estidiense como aplicacion las soluciones de las
ecuaciones diferenciales:

(1+t—2y)+ (4t —-3y—6)y =0 (t+2y+3)+ (2t +4y — 1)y = 0.

1.3.3. Ejercicios

1. Resolver las siguientes ecuaciones en variables separadas:

d
(a) d—?%—ycost:O. b ¥y =>04+t)1+y)
d
(c) y =eltvts (d) cosy sentd—:i:seny cost
d
(@ F=l-t+iP-t? () Lo+ +2y =0

dt
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2. Resolver los siguientes problemas de Cauchy.

d
(a) P(1+y")+250 =0, y(0) =0
dy tseny , 71'
(b) COZ?J a1+ lim¢ 04 y(t) = 5
(¢) 3td—zz =y cost, y(1)=0
d

(d) d—‘:{+x/1+t2y:07 y(0) =5

dy 2t

W _ _ =1
(e) ) T y(0)
() = =ka=y)b-y) y(0) =0 (a,b > 0)

d f -

(9) L+ Z =P+ o) =1

Indicacion. En d) fot V1412 = ty/1+t2 — argsh t, para lo que se sugiere
hacer ¢t = senh s.

. Determinar las curvas tales que la normal en cada punto y la recta que lo

une con el origen forman un tridngulo isésceles con el eje OX.

. Demuéstrese que una curva regular plana tal que todas sus normales pasan

por un punto fijo es una circunferencia.

. Demostrar que una curva regular plana tal que la pendiente de la tangente

en cualquier punto es proporcional a la abcisa en dicho punto es una
parabola.

. & Dos compuestos quimicos A y B reaccionan de forma que un mol de A

se combina con otro de B para dar un mol de C'. Se sabe que la velocidad
de producciéon de C es proporcional en cada instante al producto de las
concentraciones de A y B presentes en el reactor (ley de accion de masas).
Suponiendo conocidas las concentraciones iniciales Ag, By junto con el
valor de formacioén inicial C} = %, determinar la concentracion en funcién

del tiempo.

. Comprobar que las siguientes ecuaciones son homogéneas, y resolverlas:

242t 3443
(@ v =L 0 v =4t
3
y
[— 2 _ a2 [
(€) ay =+Va?—y>+y (d) y P

. Hallar la solucién de los siguientes problemas de Cauchy:

(a) 4a?+ xgt— 3y% + o/ (—5x? + 22y + y?) = 0, y(1
x
) of = 2% 2(1
3t2 — 22
(c) 2ty'(t* +y%) = y(y* +2t%), y(1
(d) (y? — 32?)dy + xydz = 0, y(1
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10.

Soluciones. a) y =z, b) x =1.

. & Dos curvas planas C = {(z,y) :y = f(z), a<zx <b} y C" = {(z,y) :

y = g(z), ¢ < z < d} se dicen homotéticas si existe A > 0 (la razon
de homotecia) tal que C' = {(Az,\y) : (z,y) € C}. Pruébese que dos
soluciones y1 (), y2(z) de la ecuacion:

v=r(2) o

con datos iniciales en una semirecta y = mx son homotéticas. ;Bajo qué
condiciones es y = max una solucién de la ecuacién? Discitase el caso de
la ecuacion dy _—

de =z
& Supongamos que en un espejo de ecuacion y = f(x) los rayos de luz
se reflejan de forma que el dngulo de incidencia coincide con el angulo de
reflexion. jCudl es la forma del espejo si todos los rayos emanados desde
un punto exterior V se reflejan paralelamente a una recta?

1.3.4. Solucién a los ejercicios &

e Solucion 6. La reaccidén quimica expresada esqueméticamente es

A+ B0

Si a,b, c representan las concentraciones de A, B,C las ecuaciones para
a,b, c son:

a = —kab
b= —kab
¢ = kab.

Se conocen ag, by y ¢ = ¢(0) de donde:

Co

aobo’

Por otra parte:
a—+c=ag b-l—C:b()7

pues ¢(0) = 0. La ecuacién diferencial resultante es:

de

o = klag — )by — ) (0) = 0.

Esta ecuacion se integra inmediatamente con los datos facilitados.

e Solucion 9. Supongamos que

¢ ={(x.g()): x € I}
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entonces:
T

Cr = {(CIZ,/\g()\

donde suponemos A > 0 e I C (0,00).

)):x e N}

Si y = g(x), parametrizando la curva C resuelve

{y' = fly/x)

y(r()) = Yo,

entonces y = g1(z) = Ag(xz/A\) —que parametriza Cy— es la soluciéon de

y' = fly/x)

y(Azo) = Ayo.
Por tanto dos soluciones cortadas por una semirecta desde (0,0) son ne-
cesariamente homotéticas.

Un caso especial ocurre cuando mg = yo/xo cumple f(mg) = mg. Entonces

x
g9(z) = Ag (X) = moZ
y C=Cy.
Solucién 10. En la reflexién en un espejo, la tangente en el punto de inci-
dencia es bisectriz del angulo formado por el rayo incidente y el reflejado.

Suponemos que los rayos parten de (0,0), que la direccion reflejada es
paralela a e; = (1,0) y la curva estd parametrizada por (z(s),y(s)).

La condicion de reflexion es:

Escribiendo la curva en la forma y = y(x) la ecuacién es

y/: Y
x+r

Integrando nos da que:
x—a?+y?=V. (1.17)

Noétese que la constante V) tiene que ser negativa. Esto sale de la expresion.
Por otro lado, la ecuacién diferencial no esta definida en el semieje x < 0.
Se comprueba que la ecuacién es invariante frente al cambio y — —y
mientras y = 0 en > 0 es solucién.

Las curvas definidas por la ecuacion (1.17) son parabolas.
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1.3.5. Ecuaciones Lineales

Consideremos la funcién continua f : © C R x R — R maés general, con
la propiedad de ser lineal en z. Tal f sera de la forma f(t,z) = a(t)z, con
Q = (a1,a2) X R y a(t) continua en (a1, as). Una pequena variante de tal f es,
a su vez, f(t,x) = a(t)x + b(t), donde b(t) también es continua en (a1, asz). La
ecuacion,

¥ =a(t)x, (1.18)
se dice lineal y homogénea, mientras que
2’ = a(t)x + b(t), (1.19)
se dice la no homogénea asociada a (1.18).

Propiedad 1.20. Para cada (to,x0) € (a1,a2) X R el problema

2’ = a(t)x
l’(to) = Xy,

admite por unica solucion a

x(t) = xo exp{/t a(T) dr}.

Propiedad 1.21.

a) Siyi(t), y2(t) son soluciones de (1.19), entonces la diferencia x(t) = y1(t) —
y2(t) es una solucion de (1.18).

b) Si x,(t) es una solucion fijada de (1.19) entonces Vx(t) solucion de (1.19)
3 y(t), una cierta solucion de (1.18), tal que

2(t) = xp(t) + y(?).

¢) Para cada (tg, o) € (a1,a2) X R el problema,

$(t0) = Xy,

{:17’ = a(t)z + b(t)

tiene por solucidn inica a

z(t) = xo exp{/t: a(s) ds} + /t: exp{'/st a(T) dr}b(s) ds. (1.20)

Observacidn 1.18. Se conoce a la expresion (1.20) como la formula de variacion
de las constantes de Lagrange, de la que se dard la correspondiente version para
ecuaciones lineales de orden superior.
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Ejemplos 1.19. Estidiense las soluciones de las ecuaciones,
a) &' + (cost)x =0
b) x' + 1i§2x = ﬁ

¢) 1+ 12)2 +tx = (1+1%)3

Observaciones 1.20. Las soluciones de las ecuaciones lineales (1.18) y (1.19)
existen donde estén definidos los coeficientes, es decir en (a1, as). Si, por ejem-
plo, éstos pueden extenderse por continuidad a un intervalo mayor (ai,az),
(a1,a2) C (@1, as), entonces cada solucion de (H) o (NH) en (a1, as2) se extiende
con unicidad a dicho intervalo (ejercicio). Sin embargo, si los coeficientes a(t) o
b(t) no pueden extenderse continuamente mas alla de (a1, as), porque presentan
alguna singularidad en uno de los extremos, en general, las soluciones tampoco
podran ser prolongadas. Véanse los siguientes ejemplos.

/

Ejemplos 1.21. a) z
t— 04).
b) 2’ = —%m +e 2Vt >0 (todas son regulares en t — 0+).

= —%m + t%, t > 0 (ninguna solucién es regular cuando

¢) ' = —1ztcost+22L ¢ >0 (algunas de las soluciones son regulares cuando
t — 0+).

1.3.6. Ejercicios

1. Resolver las siguientes ecuaciones lineales:

dy 2t 1 dy .

ay - b 2L 4y=t
(a) gt+1+t2y 1+ 12 () dt+yde

Y Y
(c) E+t2y=t2 (d) (1+t2)a—ty:t(1+t2)5/2
(€) o —y=20emt" (1) o = A =5t

2. Hallar la solucion de los siguientes problemas de Cauchy:

d
() 1+ +dty=t, y(1) =1
dy
&) - —2y=t y(0) =1
(¢) ¥ +ytanx = secw, y(0) =0
(d) 4 +ycosxz =senxcosx, y(0)=1

3. Demostrar que todas las soluciones de la ecuacién vy’ + ay = be™* donde
a y c son constantes positivas, b € R, tienden a cero cuando t — +o0.

4. Hallar las curvas contenidas en el primer cuadrante tales que cada pun-
to divide en partes iguales al segmento de tangente que queda en dicho
cuadrante.

5. & Dada la ecuacion diferencial y' +a(t)y = f(¢) donde a y f son continuas
en R, a(t) > ¢ > 0, limy, 1 f(t) = 0, priebese que todas las soluciones
tienden a cero cuando t — +o0.
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6. Hallar una solucién continua del problema:

v +y=g(t) y0)=0,

g(t):{2 0<t<1

donde

0 t>1.

7. & Segun la ley de Newton, la velocidad de enfriamiento de un cuerpo en
un medio es proporcional a la diferencia entre la temperatura 1" del cuerpo
y la temperatura T del medio. Si la temperatura del medio es de 20° C y
el cuerpo se enfria en 20 minutos desde 100° hasta 60°, ;dentro de cuanto
tiempo su temperatura decendera hasta 30°7

8. El cuerpo de una victima de asesinato se descubri6 a las 11 p.m. El médico
forense llego a las 11:30 p.m., e inmediatamente tomo la temperatura del
cuerpo, que era de 34,8°C. Después de una hora, volvié a tomarla, y era
de 34,1°C. Si la temperatura de la habitaciéon era de 20°C, calcular la hora
del asesinato.

9. & Se disuelven 50 gramos de una sustancia en 300 litros de agua contenidos
en un tanque. Por otro lado se introduce en el mismo una disolucién de
la misma sustancia en agua a una concentracion de 2 gramos/litro y a
razon de 3 litros/minuto (1/m), mientras la solucién convenientemente
homogeneizada se extrae a razén de 2 1/m.

Si C = C(t) designa la masa en gramos de la sustancia en el tanque
pruébese que la ecuacion que determina C' es:

e

— =6-2 ¢ .

dt 300 + ¢

1.3.7. Soluciones de los ejercicios é.

e Solucion 5. Una solucion arbitraria es:
_ fta t _ /‘ta ,
y=uyoe 0"+ [ e f(s) ds = yi(t) + ya2(t).
0
En primer lugar:
ly1 ()] < |yole™ =0t — 0.

ec
Por otra parte |f(t)] < 5 si ¢t > M > 0. Escribimos:

t M M t t
ya(t) = e” IMG/O el f(s) ds +/A e o f(s) ds = ys(t) + pa(t).

1

Esta claro que:
lys(t)] < Ke™ " — 0 t — 0.
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€
Por tanto |y3(¢)| < 3 sit> M; > M. Asimismo

e

ec
t <—:7
< 5=,

para t > M;. Se tiene entonces que |ya2(t)] < e sit > My y ya(t) — 0
cuando t — o0.

Solucién 7. La ley de enfriamiento de Newton se puede expresar en la
forma:
w =—clu—"T)

donde u(t) mide la temperatura del cuerpo, ¢ > 0 es la constante de
intercambio con el medio, T' la temperatura del exterior.

Si la temperatura en tg es ug la expresiéon de la temperatura es:
u—T = (ug — T)e =),
Usando los datos del problema:
40 = 80e20¢ 10 = 80e ",
donde t* el tiempo neto que tarda el cuerpo el alcanzar 30° C. Por tanto:

log 2
Cc =
20

1
t* = ~log8 = 60.
¢

Solucién 9. Supongamos que entra agua en el depésito con un caudal de
v; litros/minuto y una concentracion de ¢; gramos litro. Asimismo que
la mezcla homogeneizada se bombea fuera del depésito a razon de v,
litos/minuto.

La variaciéon de volumen es (en litros minuto)

dv t
— = — Ve :>V(t):VO+/(vi—ve),

ast
V(t) = VE] + (’Ui — 'Ue)t7

aunque podiamos haber supuesto perfectamente que v; y v, son variables
con el tiempo.
La substancia entra en el depésito a razén de
dc;
dt

= civ;

gramos,/minuto y sale del dep6sito a razén de

_ . C®)
c(t)ve = UEW

ac,
dt
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gramos por minuto donde C(t) es la masa disuelta en el instante ¢, c(t) =
C(t)/V(t) la concentracién. Por tanto, la variacién de masa por minuto

€es:
dC _dC; dC. (1)

At at dat . AT vy
Substituyendo datos, la C'(t) de nuestro problema cumple:

(@)

dC C(t)
— =6-2 = 50.
dt 6 300 +t¢ C¢(0) =50

La ecuacion (C) se puede expresar también en términos de la concentra-
cion:

cV ’
(dt) = 0;C; — Vel = VitV = wvic; — vec,
por tanto:
c oy
ci—c  V(t)
t
Cci — Cp Vs
lo * = ds.
g<ci_c> /Ov(s) i
Por tanto:

ci—co\ _ (3004t vi
ci—c )\ 300

donde ¢; =2, ¢ =1/6, v; = 34.
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1.3.8. Ecuaciones de Bernouilli y Riccati

Tras el caso lineal, donde el segundo miembro f (¢, z) de una ecuacion escalar
es lineal en z, el siguiente nivel en complejidad corresponde a f (¢, ) polinémica
en x:

f(tax) = aO(t) + al(t)x +oet an(t)wnv

donde los coeficientes a;(t), 1 < i < n, son funciones continuas de t en un
intervalo (ai,a2) C R. Sin embargo esta es una clase demasiado amplia de
ecuaciones como para poder ser estudiada desde el punto de vista elemental del
presente capitulo. De hecho, el tinico caso que es integrable elementalmente es

¥ =ai(t)r +ap(t)z"”, (n> 2).

Dicha ecuacién (llamada de Bernouilli) se trata mediante el cambio de variable,

para llegar a:
y' =1 —-n)ayy + (1 —n)ay.

El problema:

{x’ = ay(t)z + an(t)a" (1.21)

$(t0) = Xy,

es equivalente entonces a:

{y' = (1 —n)ar(t)y + (1 — n)an(t)

y(to) = x4 ",

Obsérvese que si xo = 0, 2(t) = 0 es la solucion del problema (1.21). Usando el
mismo argumento que en el Teorema 1.13 se demuestra que (1.21) admite una
unica solucion para cada xg € R, tg € (a1, as).

Si ap(t) # 0 en la expresion de f(t,z) correspondiente a n = 2, la ecuacion
resultante tiene la forma

' = ao(t) + a1 () + az(t)2?,

v se la llama ecuacién de Riccati. A mediados del siglo XIX Liouville demostré la
imposibilidad de integrar elementalmente dicha ecuacién. Es decir, expresar sus
soluciones como el resultado de aplicar un namero finito de veces los operadores
algebraicos estandar, el operador integral y las funciones elementales (funcion
racional, funcién exponencial e inversa, funiones trigonomeétricas y sus inversas)
sobre los coeficientes de la ecuacion.

Sin embargo, si se conoce explicitamente una solucién xo(t) de la ecuacion
de Riccati, entonces ésta se puede integrar elementalmente. En efecto, el cambio
y(t) = x(t) — 2o(t) lleva a la ecuacion de Bernouilli:

Y () = (a1(t) + 2az(t)zo(t))y + az(t)y*.
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Ejemplo 1.22. Hdllese una solucion particular de la ecuacion:

o' =z —a® + f(1),
donde f(t) = cost—sent+sen?t o bien f(t) = cost—sent+e? +2e! sent+sen?t.
Ejemplo 1.23. Estidiense las soluciones de la siguiente ecuacidn,

v’ = —tr +2® + 1.

1.3.9. Ejercicios

1. Usar el argumento del Teorema 1.13 para probar la unicidad local de
soluciones del problema de Cauchy para la ecuaciéon de Bernouilli

{x’ =a1(t)z + a,(t)z™

x(tg) = .

2. Resolver las siguientes ecuaciones de Bernouilli y de Riccati:

. d
(@) (14+2%)y +22y° + 2%y +1=0 (b) xd—y —y=1y’logx
d
() y(a+a?)+3+a%y-" =0 (@) @2 +y=(cloga)y’
d d 3
(e) (1—w3)£+2x+x2y—y2=0 (f) waﬁ +y3=%
Indicacion (e): usar y,(z) = —x? como solucién particular.
3. Calcular la solucién de los problemas de Cauchy:
(a) y =2 —2zy+y° y(0) =1
(b) a?y +22%y = y?(1 + 22%), y(2) =2
() z(1-a?)y —a®+(a* -1y +y* =0, y(1) =1
! Y 1 3,2
S 1 =1.
(d) v+ —7=—5@+1)y y(0)

4. Se considera la ecuacién de Bernouilli
Y +a(t)y = b(t)y",

donde t € I, I un cierto intervalo de interior no vacio. Escribir la ecuacién
en la forma (u(t)y)’ = b(t)u(t)y™ para una funcién wp(t). Escribase ésta
altima como

(F(u(t)y)) = b(t)

e intégrese asi la ecuacién.
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1.3.10. Ecuaciones Exactas

En contextos geométricos se trata con ecuaciones de la forma:
M (z,y)dx + N(z,y)dy =0, (1.22)

donde M, N son funciones (continuas) definidas en un cierto dominio Q C R2.
Tipicamente se supone que el vector (M, N) es no nulo en €. Se dice que una
curva parametrizada C*, (z(s),y(s)), s € I, I C R un intervalo, resuelve (1.22)
si:

M(x(s),y(s))x'(s) + N(x(s),y(s))y'(s) =0 sel.

Esto significa geométricamente que las curvas solucion son ortogonales al campo
(M, N) en cada punto de .

Si expresamos la curva en la forma y = y(x), = € J, la ecuacién (1) toma la
forma:

M(z,y)
/! 9

y == (1.23)

N(z,y)
mientras que si expresamos x = z(y) (1) se expresa como:

N(z,y)

¥ ="t (1.24)
M(z,y)

En lo sucesivo adoptaremos (1.23) como opcion preferente de escribir la ecuacion
(1.22).

Para justificar la préxima definicién vamos a presentar un ejemplo. Supon-
gamos que (z(s),y(s)), s € I (I un intervalo), es una parametrizacién C' mien-
tras V = V(x,y) es una funciéon C* que se mantiene constante sobre la parame-
trizacion. Es decir:

Vix(s),y(s)) = ¢,

para s € I. Entonces (z(s),y(s)) cumple:
Valw(s), y(5)a' () + Vy (a(s),y(s)y/(s5) =0 s €.

Esta ecuacién es del tipo (1.22) con M = V,, N = V,. Define esencialmente lo
que llamaremos una ecuacién exacta.

Definicién 1.22. Sean M,N : Q — R continuas en un dominio Q C R2,
N(x,y) # 0 para cada (z,y) € R2. Se dice que la ecuacion diferencial y' =
~ M(z,y)

N(z,y)
de (z,y) y V(z,y) € C1(U,R) tales que M =V, y N =V, en U.

es exacta en Q si para cada (x,y) € Q existe U C Q, entorno abierto

Observacion 1.24. En la definicién precedente el entorno U y la correspondiente
funcion V' pueden depender en principio del punto de referencia (z,y) € €.
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M
Teorema 1.23. Supongamos que la ecuacion diferencial y' = _N((x,y)) es
z,y

exzacta en Q). Entonces, para cada (xo,y0) € Q el problema,
__ M(z,y)
N(z,y)
y(To0) = Yo,

/

admite una unica solucion que localmente satisface
Viz,y) =c,
donde c es constante.

Teorema 1.24. Sean Q C R? un dominio y M, N € C*(Q,R) tales que,
M, =N, enQ.

M(z,y)

——= es exacta en ().
N(z,y)

Entonces, la ecuacion diferencial y' = —
Observaciones 1.25. De la demostraciéon se desprende que una posible solucion
V(z,y) del sistema de ecuaciones: V, = M(z,y), V, = N(z,y) (hay infinitas
soluciones V' (z,y) que en cada componente conexa de  se diferencian en una
constante) es:

Y

Vl(x,y):/ M(t,yo) dt—|—/ N(z,s) ds,

0 Yo
0 también,

e y
Va(z,y) :/ M(t,y) dt+/ N(xg,s) ds.
Zo Y Yo

Ambas expresiones coinciden en un entorno de (xg,yo). Podria pensarse que su
valor comun V(z,y) puede extenderse a todo el dominio €. Sin embargo, una
condicién necesaria y suficiente para que esto suceda es que 2 sea simplemente
conexo. Un dominio Q C R? es simplemente conexo si toda curva de Jordan ~y
en () tiene su “interior” int + enteramente contenido en ). En otras palabras, 2
carece de agujeros.

En este caso podemos definir V(z,y) como:

Viz,y) :/Md:v—i—Ncly7
r

donde T es cualquier poligonal de lados paralelos a los ejes que conecte (2o, yo)
con (x,y). Méas atin, I puede ser una curva C' a trozos cualquiera. Razonamos
por qué es esto cierto méas abajo.

A estos efectos debe recordarse que si Q C R¥ es abierto y conexo entonces
todo par de puntos xg,x € 2 se puede conectar mediante una poligonal I" C €2
de lados paralelos a los ejes.
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Si Q no es simplemente conexo la afirmacién es falsa como muestran la
propiedad y ejemplo siguientes.

Propiedad 1.25. Sea V € C1(Q), Q C R? un dominio, M =V, N=1V,, yv
cualquier curva cerrada contenida en Q de clase C' a trozos (sin restricciones
sobre su interior). Entonces:

/ M dx+ N dy = 0.
¥
Demostracion. Si g(t) = (g1(t), g2(t)), a <t < b define una parametrizacion de

Y,
b
/ M dz+ N dy = / LV (g(s)) ds = V(g = 0.

Ejemplo 1.26. Consideremos el dominio
Q={(r,y) eR?:0 < 2® +y* < 1}.
No existe una funciéon C1, V = V(x,y), definida en todo €2 tal que:

ov___ w__ =
ox a2 +y? dy a2 +y*

En efecto, si tal V existe y T es la circunferencia de radio € € (0,1) orientada
positivamente, por ejemplo (z,y) = e(cost,sent), 0 < t < 27, resulta que:

y xT
- d —— dy = 27.
/[‘ x? 4 y? x+x2+y2 ve=er

Sin embargo, tal integral deberia ser cero pues:

27
Yy T B , ) B
/F7$2—|—y2 dx+x2+y2 dy* 0 {VTI +Vyy}dtf0

Por tanto V no puede existir.

Un dominio maximal dentro de €2 donde puede construirse V es por ejemplo
Q) menos un radio.

Teorema 1.26. Sea Q C R? un dominio plano simplemente conezxo, M, N €
CL(Q) de clase C' cumpliendo la condicién de exactitud:

M, = N,.

Para Py = (x0,y0) fijado en Q y P = (x,y) € Q arbitrario sea v(Py, P) una
poligonal de lados paralelos a los ejes que conecta Py con P. La funcidn

V(P):/ M dx + N dy
v(Po,P)

estd bien definida en Q, es C' yV, = M, V,, = N. En consecuencia, y en virtud
de la propiedad precedente ~(Py, P) puede sustituirse por cualquier arco C' a
trozos que conecte Py con P.
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Idea de la prueba. Para demostrar la independencia del camino tomamos dos
poligonales v; y 2 como y(po, p). Entonces v = v1 + (—72) define una poligonal
cerrada con lados paralelos a los ejes; por tanto con un ntmero finito de auto-
intersecciones (salvo coincidencia parcial de lados). Dicha poligonal se factoriza
en una suma finita de curvas de Jordan, mas curvas cerradas triviales del tipo
segmentos recorridos en un sentido y el contrario. Con ayuda del teorema de
Green (ver més abajo) en los lazos no triviales concluimos:

/Md:c+Ndy:O.
Y

A continuacién observamos que si @ € 2 es un punto arbitrario y B C 2 es una
bola centrada en () entonces podemos escribir:

V(P):/ Md:zc—i—Ndy:/ M dx + N dy
v(Po,P) v(Po,Q)

+/ Md;L'+Ndy:/ {M dz + N} dy+ W(P),
¥(Q,P) 7(Po,Q)

donde P € B. Como W es una de las funciones V; introducidas en la Observacién
1.25 entonces V, = M, V,, = N en B. Con esto concluye la prueba. O

Teorema 1.27 (Teorema de Green). Sean M, N de clase C' en un dominio
Q, v C Q una curva de Jordan C' a trozos, orientada positivamente con R =
int v C Q). Entonces:

/ZW dm+Ndy:// (Ny — My) dzdy.
o R

En realidad, un cuidadoso anélisis de la demostracion del Teorema 1.26 revela
que basta con la siguiente versién elemental del teorema de Green.

Teorema 1.28 (Teorema de Green en rectangulos). Sean M, N de clase C! en

un dominio 2, R C Q0 un rectdngulo cerrado de lados paralelos a los ejes con
frontera OR orientada positivamente. Entonces:

/de—ﬁ-Ndy://(Nx—]V[y) dzdy.
¥ R

Demostracion. Es suficiente con emplear una simple integracién por partes. [

Observacion 1.27. Para la prueba del Teorema 1.26 se observa que la poligonal
cerrada 7y se factoriza como la suma de bordes de rectangulos R mas segmentos
recorridos en los dos sentidos.
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1.3.11. Factores integrantes

Se deduce del teorema previo que, en general, no todas las ecuaciones son
exactas. Sin embargo, dada la ecuacion:
M(z,y)
/! 9
Yy = ———= (1.25)
N(z,y)
con M y N definidas y continuas en un dominio Q@ C R2, se dice que una
cierta funcién real p = p(z,y) es un factor integrante de (1.25) si la ecuacion
equivalente:
Mz, y)
uN(z,y)

es exacta en Q. Siendo p, M y N de clase C! en € es evidente que:

(uM)y = (uN)e,

constituye una condicién necesaria y suficiente para que u(z,y) sea un factor
integrante de (1.25). Tal relacion define una ecuacion en derivadas parciales de
primer orden en . Puede probarse que siempre existen tales factores integrantes,
aunque en la generalidad de los casos no pueden calcularse explicitamente. Por
otra parte, se demuestra en un curso de ecuaciones en derivadas parciales que la
resolubilidad de tal ecuacion para g equivale a la de la ecuacion original (1.25)
(método de las carcteristicas). Es decir, el tratamiento de los factores integrantes
no simplifica el problema de la existencia de soluciones.

Ejemplos 1.28.

1) La ecuacion,

1
2t + — d
¢ =—2 (=)
t 1 dt
2 =z
es exacta.
2) La ecuacion:
L i ik SO
v= 2y  dx

admite a u(z,y) = e~2* como factor integrante.

1.3.12. Ejercicios

1. Resolver las siguientes ecuaciones exactas:

at

2
d) <y2 - 2yet) dt + (yt — 2¢")dy = 0.

d
(a) 2tseny + yie’ + (t2cosy + 3y26t)% =0
d/
() 1+ (1+ty)e +(1+ thty)d—‘; =0
d
(c) ysec?t +secttant + (2y+tant)—y 0
(
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Soluciones. La soluién estd implicita en V' = ¢, ¢ constante, donde
a) V =t?seny + y3et,
b) V= (1+e%)t+y,
c) V=19y?+ytant +sect

d) V= % — 2yet.
d
2. Para P, Q € C'(Q) se considera la ecuacion P(z,y) + Q(m,y)ﬁ =0, la

Y (z,s) ds es una

cual suponemos es exacta. Pruébese que P(z,y) — v Dp
x

funcién que solo depende de la variable x.

3. En cada uno de los casos siguientes hallar la funcién M (z,y) mas general
que hace que las siguientes ecuaciones sean exactas:

a) Mdz + (sec®y — g)dy =0

b) Mdx + (senzcosy —zy — e Y)dy = 0.

4. Buscar un factor integrante para las siguientes ecuaciones, y resolverlas.

(a) ydw + (22 — ye’)dy =0 B y=e*ty—1
(¢) (1—a?y)do+a*(y —x)dy =0 (d) x+y*—2zyy =0.
Soluciones.

a) p=y. V=uy’— (1+y)e.

b) pu=e"*. V =2coshz —ye™*.
2

) p=-5.V=%—ay—1

d) u:m%.Vzlog|x|f§.

5. Resolver las siguientes ecuaciones, buscando un factor integrante como se

indica:
(a) 3x? —t+ (22 — 6tx)a’ =0, = p(t+z?)
(b) z—2y+4+(2x—4y+4)y =0, uw=p(x+ ay), «por determinar,
(c) dz +ydy + z(ady — ydz) =0, = p(z® +y?)
(d) 'y’ +t(1+y*)y =0, n=1o(y).

Soluciones.
a) p=(t+a?)73

b) a:—Qaﬂzﬁlyﬁ
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d)
6.

10.
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_ 1
b= @

ey) = 45

En cada uno de los casos siguientes busquese un factor integrante de la
forma z"y™ para las siguientes ecuaciones:

(2y? — 6xy)dr + (3xy — 42?)dy = 0

(12 + 5zy)dz + (6zy~t + 32%)dy = 0

(5z%y + 623y? + 4dxy?)dz + (22° + 32ty + 322y)dy = 0.
Supongase que M(z,y), N(x,y) son funciones regulares tales que

T
oM — N (xy),

es decir, el primer miembro es una funcién de xy. Demuéstrese que la
ecuacién diferencial:

M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0,

admite un factor integrante que es funcién de xy. Como aplicaciéon resuél-
vase la ecuacion:

1 x 1
(2 + = cos ;ry) dz + (1 + —cos J:Ly> dy = 0.
x Y Y

Hallese la solucién de los problemas de Cauchy siguientes.

(a) 3%+ 4ty + (2y + 2t%)y’ =0, y(0) =1
(b) cos2te’y — 2sen 2te’ + 2t + (t cos 2te’¥ — 3)y’ =0, y(0)=0
(c) 2tcosy+ 3ty + (3 —t2seny — y)y' =0, y(0) =2
(d) 2ty+y*+ (2t2 + 2§y)y’ =0, y(2) =1
2 )

© o (yy) dy =0, y(1) =1
(f) x—i—gsen:r;i—seny—i—cozy y =0, y(0)=0

(9) 22y° —3y” + (7 —32y”)y’ =0, y(1) =1.

Hallense todas las f(t) tales que la ecuacion:
y?sent +yf(t)y =0
sea exacta.
Se sabe que la ecuacion:
fOy +2+y=0

admite a pu(t,y) =t como factor integrante. Hallense las funciones f(¢).
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1.4. Familias de curvas y ecuaciones diferenciales

Ya se dijo que un elemento (x,y,p) es un triplete que representa un punto
(v,y) € R? y p una recta que pasa por (r,y) con pendiente p. Si © es un
dominio de R? un campo de direcciones F en €2 es una familia de elementos
F ={(z,y,p) : p = f(z,y)} para una cierta funcién continua f € C(Q2). Una
solucién y € CH(I) de la ecuacion:

y/ = f('rvy)

puede considerarse una subfamilia {(z,y(z),y'(z)) : € I} de F. Un campo de
direcciones es una familia de rectas en € y una solucién es toda curva que se
adapta al campo en el sentido de que su tangente en cada punto es la recta del
campo correspondiente a dicho punto.

Una familia C de curvas de clase C! en Q es una coleccién de funciones

{(y,I) : I un intervalo abierto f € C'(I)}

tales que para cada (g, yo) en Q existe un unico par (y,I) € C tal que zq € I,
Yo = y(xo). Toda familia de curvas C en 2 define un campo de direcciones, es
decir una ecuacion, de la que las curvas son soluciones. Tal ecuacién es:

y = f(z,y),

donde
f(@o,90) = ' (x0),

donde (y,I) € F es la curva que pasa por (xo, 3o ). Reciprocamente, toda funcién
f(z,y) suficientemente regular define una familia de curvas en Q. Esto se probaré
mas tarde.

Ejemplo 1.29. La familia
y = Asenzw AER, z e (0,m),
es una familia de curvas en (0,7) x R. La ecuacién asociada es:
y' = (tag x)y.
Una familia de curvas parametrizadas de clase C*
C = {((z,y),I) : I un intervalo abierto = z(s),y = y(s) € C*(I)}

define una familia de curvas en 2 si para cada curva |(2'(s),y'(s))| #0en I y
a demas:

a) Para cada (xo,y0) € §2 existe un tnico par en ((z,y),I) € C con
(.T(So),y(SO)) = (IO»?/O)a

para algin so € 1.
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b) Si para (zo,v0), ((z,y),I) € C, sp € I como en a) se cumple:

(x(s1),y(51)) = (0, %0),

para s; # Sg, entonces:

(#'(51),9'(51)) = K(2'(50),9'(50))

para alguna constante . La condicion se satisface si por ejemplo (z(s), y(s))
es periodica de periodo s1 — sg.

Ejemplo 1.30. La familia
22 4y = A2

define para A > 0 una familia de curvas en R?\ {(0,0)}.

Ejemplo 1.31. Mas generalmente sea F = F(z,y,\) una funcion C' para
(z,y) € Q, X € (A1, A2) donde Q es un dominio de R?. Suponemos que (Fj, F,) #
(0,0) en Q2 x (A1, A2) v que para cada (xg,yo) € Q existe un unico Ay tal que

F(x0,10,X0) = 0.

Puede probarse que entonces F'(z,y,A) = 0 define una familia uniparamétrica
de curvas en ).

Toda familia C de curvas parametrizadas en ) define una ecuacion diferencial
de la forma:
M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0.

Basta tomar M (zo,%0) = —y'(s0), N(xo,y0) = '(s0).
En el caso del Ejemplo 1.31 la ecuacion toma la forma:

Fp(xz,y, N)dz + Fy(z,y, \)dy = 0,

donde para cada (x,y) € Q, A = A(x,y) es el valor que hace que (z,y) satisfaga
F=0.

Dada una familia de curvas F, la familia familia ortogonal F' es aquella
cuyos miembros al cortar a los de F lo hacen necesariamente bajo angulo recto.
Siy' = f(x,y) constituye la ecuacion de la familia F, la ecuacion diferencial de
los integrantes de F' es:

Y = - !
fx,y)

Analogamente, la familia de curvas isogonales a una dada F se define coma
aquella F' cuyos elementos cortan a los de F bajo un angulo «. Si f(z,y) es
el campo asociado a F, su familia isogonal se encuentra resolviendo la ecuacién
diferencial

,  [t+taga
L (tag a)f’
En el siguiente capitulo se dan condiciones generales que aseguran cuando esta
dltima ecuacion define una familia de curvas en Q.
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Ejemplo 1.32. La familia de las circunferencias del ejemplo anterior tiene por
ecuacion
xdx + ydy = 0,

luego su campo en y # 0 es

y =2
T

La correspondiente familia de curvas es:
Y= AT.

1.4.1. Ejercicios

1. En cada uno de los siguientes casos, determinar una ecuacién diferencial
que satisfaga la familia en cuestién hallando una familia de curvas orto-
gonales a las de la familia dada.

Circunferencias centradas en el origen.
Circunferencias tangentes al eje OY en el origen.

(a
(b
(c
(d
(e

)

)

) xy=C

) y=Ca®

) a2+ 4y? = (2
(f) y*=0Ca’
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1.5. Ecuaciones implicitas

Sea F = F(x,y,p) una funcién de clase C' en R3 o en algiin dominio suyo
Q@ C R3. Una ecuacioén diferencial implicita es aquella de la forma:

F(x,y,y") =0, (1.26)

en la que ¥’ no esta expresada explicitamente en términos de (z,y).
Para resolver la ecuacion (1.26) es necesario primero “despejar” p en términos
de (x,y) en la ecuacion:

F(z,y,p) =0, (1.27)
en la forma
p=f(z,y),
para obtener “una’ o “varias”’ ecuaciones en forma normal:
y' = f(z.y).

Estos son unos ejemplos.

Ejemplo 1.33. La ecuacién

2 1—x)+/(x—1)2+4y
e g0 o g LmDEVED

en la region
A=4y+(z—1)*>0.

Notese que las ecuaciones resultantes no estan propiamente definidas en los
puntos donde A = 0.

Ejemplo 1.34. La ecuacién

T+yx|r—
v -ty =0 = =700 2= 4

en R2,
Ejemplo 1.35. La ecuacion

vy a2t ety =0 = Y=y y =2y =-u

En general, se observa la siguiente regla heuristica: habri tantas ecuaciones
diferenciales como “grado” tenga la ecuacion (1.26) con respecto a p (ver mas
abajo el Ejemplo 1.39).

El anilisis del problema de Cauchy ayuda considerablemente a entender la
naturaleza de estas ecuaciones. La existencia de solucién de

{F(fmy,y’) =0

y(20) = vo, (1.28)
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requiere en primer lugar que la ecuacién en p:

F(xmyo,p) =0

admita al menos una solucién p = pg. Es decir (zg, yo, po) ha de ser un elemento
de la ecuacién. En segundo lugar, y a efectos de usar técnicas elementales o
tedricas es asimismo necesario poder despejar p

para todo (x,y,p) proximo a (o, Yo, po). Usando el Teorema de la Funcion
implicita podemos establecer el resultado basico de este capitulo.

Teorema 1.29. Sea F de clase C' y (xq,yo,po) un elemento de la ecuacion:
F(z,y,4) =0

tal que:
Fp(an y07p0) 7é 0.

Entonces el problema de Cauchy (1.28) admite una tunica solucion local y(x) si
se impone la condicion “extra” de que en el punto xo dicha solucion cumple la
condicion:
' (z0) = po.
Demostracion. El problema equivale a
{y’ = f(z,y)

y(70) = Yo

donde p = f(x,y) es la tnica funcion C! que, como resultado de despejar
p en términos de (x,y) en (1.27) para (x,y,p) proximo a (zg, Yo, Po), cumple
po = f(zo0,%0). En estas condiciones, se demuestra en el Capitulo II que éste
dltimo problema admite una dnica solucién. O

Corolario 1.30. Si la ecuacion
F(z0,y0,p) =0
admite exactamente N soluciones po1,...,pon tales que
Fp(z0,Y0,p0i) # 0 1=0,...,N,

entonces el problema (1.28) admite exactamente N soluciones locales y; = y;(x)
caracterizadas por las condiciones:

Y (z0) = poi 1=0,...,N.

Observaciones 1.36.
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a) A diferencia de lo que sucede con el caso normalizado:

y = f(z,y),

la ecuacién (1.26) puede asignar a un punto dado (z,y) uno, varios o ningan
valor de p tal que se cumpla la ecuacién:

F(z,y,p) =0.

Esto significa que, fijado (xg, o), podemos tener mas de un candidato a po.

b) Sellama elemento (z, y,p) de la ecuacién a cualquier solucion de (1.27) (campo
de direcciones). Como se ha dicho, (1.27) no define propiamente un campo de
direcciones: en algunos casos puede no haber direccién alguna asignada a un
punto (z,y) dado, en otros mas de una. Una solucion y(z) puede visualizarse
como una familia continua de elementos (x,y,p) = (x,y(x),y’ (x)) que cumplen
la ecuacién para x € I, I un intervalo.

Las que siguen son unas cuantas definiciones ‘“clasicas” en este tema. Un
elemento (o, Yo, po) se dice regular si existe un entorno suyo U = V x (pg —
g,p0 +¢) en R3 y una funcion continua f(z,y) definida en U de suerte que

F(z,y,p) =0,

solo admite en U soluciones de la forma (z,y,p) = (z,y, f(z,y)), por tanto
po = f(x0,y0). El elemento (g, yo, po) del teorema precedente es, por supuesto,
regular.

Se llama singular a todo elemento no regular. Un punto P = (x,y) se dice
singular si (z,y,p) es singular para algtn p (sin detrimento de que también
(x,y,p’) sea simultdneamente regular para p’ # p).

Se dice que y(z) es una solucién regular de (1.26) en el intervalo I si es de
clase C! y todos sus elementos son regulares. Si por contra, la totalidad de sus
elementos son singulares, se dird que tal solucién es singular.

Ejemplo 1.37. Sean f(z,y), g(z,y) funciones C* definidas en R?

F(z,y,p) = (p — f(z,9)(p — 9(x,v))-

Si f(Po) # g(Fo) en Py = (xo,y0) entonces (P, f(Fo)), (FPo,g(Fp)) son los
dos unicos elementos asociados al punto Py y son regulares. Si f(Py) = g(FPo)
mientras f # g en todo entorno de Py (en el sentido de que en cada entorno V'
de Py siempre existe un punto P donde f(P) # g(P)), entonces (Py, f(Fy)) es
el anico elemento asociado a Py y es singular.

Tipicamente, la curva f = g da lugar a los puntos P con elementos asociados
de tipo singular. Esttdiese por ejemplo F = p®—4z2 o la ecuacién y'> — 422 = 0.

Corolario 1.31. Todos los elementos singulares (x,y,p) de la ecuacion dife-
rencial

F(x’ y7 y/) = 07
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satisfacen las condiciones:

F(z,y,p) =0
{Fp(w,y,p) =0. (1.29)

Observaciones 1.38.

a) Al falta de una terminologia mejor, se define “lugar singular” de la ecuacion
F(z,y,y') =0

al lugar de los puntos del plano (z,y) para los que existe p de forma que (z,y,p)
es un elemento que anula F,. Es decir, los puntos (z,y) para los que existe p tal
que:

FP(Iay7p) = 0

De la discusién anterior se deduce que los puntos singulares y por tanto las
soluciones singulares deben yacer en el lugar singular. Sin embargo, no todos
los puntos del lugar singular tienen por que ser singulares (en este aspecto la
terminologia “lugar singular” debe tomarse con extrema precaucion).

{F(x,y,p)=0

b) Un ejemplo canoénico de elemento singular (zg, Yo, po) €s aquel que es comtn a
dos soluciones distintas de la ecuacién. En otras palabras, existen dos soluciones
Y1, Y2, distintas en todo entorno de zy pero compartiendo valores y derivadas
en dicho punto. Un caso extremo de esta situacién es el de la envolvente de
una familia de curvas integrales (véase la ecuacion de Clairaut), que genera una
solucion formada por elementos singulares y que en cada uno de sus puntos
comparte valor y derivada con una solucién distinta de ella.

Ejemplo 1.39. Un modelo estandar de ecuacién implicita es:
ao(z, Y ){y' " + ar(@, ){y "+ an—i(@,y)y + an(z,y) = 0.
Tal ecuaciéon equivale genéricamente a n ecuaciones de primer orden de la forma:
y' = fi(z,y),
p = fi(z,y), 1 <i<n,lai-ésima raiz de la ecuacion:
ao(x,y)p™ + a1 (z,y)p" * + ... an_1(z,y)p + an(z,y) = 0.

Ejemplo 1.40. La ecuacién:

/2

Yy +(x—-1)y —y=0.

Si
A:4y+($—1)27

la ecuacion no esta definida en la regién A < 0.
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En cambio, en la region A > 0 a cada (x,y) corresponden dos elementos no
singulares que tienen

(1—2)*£+(x—1)2+4y
2

p:

En A =0 los puntos (z,y) tienen asociado un so6lo elemento singular

11—z
p= 5

En los puntos de A > 0 la ecuacién diferencial da lugar a dos ecuaciones dife-

renciales:
;-2 /(x—1)2+4y
= 5 .

Y

Para integrar las ecuaciones hacemos u = (z — 1) + 4y para concluir:

Vu—C ==z C >0.

De ahi
u=(C+x)?%
C+1 Cc? -1
y = :t( )x + ( ) C >0.
2 4
Tomando A = % > % vy A= —% < % podemos escribir las soluciones de

manera unificada en la forma:
y=Ax+AA—-1).

Ejemplo 1.41. La ecuacion:

12

y - (@+yy +ay=0
asocia a cada (z,y) los elementos:

_ ety ]z -y
: :

Para x # y hay dos elementos regulares, para = y un solo elemento que es
singular.

1.5.1. Parametrizaciones por la derivada

Sea:
z=¢(p) y=1v),
una parametrizacién regular (diferenciable) en la que p se puede expresar en
términos de z
p=pa) =9 (2),
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en forma regular (por ejemplo se tiene que ¢(p) # 0). La parametrizacion define
entonces y = y(x) mediante:

Se dice entonces que x = ¢(p), y = ¥(p) es una “parametrizacion por la derivada”
de la curva y = y(z) si:
yY'(e(p) =p

d
para todo p, donde y' = d—y Como:
T

o) = L2

entonces las parametrizaciones por la derivada se caracterizan por la identidad:

¥ (p)

¢(p)
En la practica, para hallar un parametrizaciéon por la derivada se despeja x en
términos de p en la ecuacién:

y'(z) =p.
Ejemplo 1.42. Consideramos la curva y = /1 — 22, Para hallar un parametri-
zaciéon por la derivada hacemos:

TP
de donde:
p 1

/1+p2 Yy /1+p2.

1.5.2. Soluciones en el lugar singular

Tipicamente, el lugar singular

F(x,y,p) =0
{Fp(%y,p) =0, (1.30)

define z = ¢(p), y = ¥(p) en forma regular de suerte que x = p(p) se resuelve
como una funcién regular p = p(z) y obtenemos una funcién de z, y = y(x)
mediante la relacion:

y(x) = P(p(w)).

La cuestion es saber si y(z) es 0 no soluciéon de la ecuaciéon. En caso afirmativo
y = y(z) es una soluciéon contenida en el lugar singular y por tanto candidata a
ser una solucién singular.
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Se observa que para ello es suficiente con que

i(p)  d(p)

i(p)  ¢(p)

)

pues entonces p = y'(z(p)) vy
F(a,y(x),y'(x)) = 0.

Por otra parte, de las ecuaciones (1.30) se tiene que una condicién necesaria para
que una parametrizacion (z(p),y(p)) en el lugar singular defina una solucion de
la ecuacion es que

F, + pF, = 0. (1.31)

Ejemplo 1.43. En la ecuacién:
y* =22y +y =0,
el lugar singular es 22 — y = 0. Por otro lado
Fy+pF,=-2p+p=p.
Como la expresion solo se anula en p = 0 no hay soluciones en el lugar singular.

Ejemplo 1.44. En el Ejemplo 1.40 las ecuaciones del lugar singular son:

PP+ —-1p—y=0
1—=z

2

p:

De aqui resulta:

r=1-2p y=—p°.

La curva estd parametrizada por la derivada porque:

y_
- =P-
X

Por tanto, la funcién que define:

B (x —1)2
y**T

es solucién. Ademas, todos sus elementos son singulares y por tanto constituye
una integral singular.

Ejemplo 1.45. En el Ejemplo 1.41, el lugar singular es

p*—2p* +ay=0
_rty
p="5"
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En forma equivalente
xy = p°
T+ y=2p.
Tal sistema define z = y = p, es decir y = z pero se ve inmediatamente que esta

curva no estd parametrizada por la derivada y por tanto no puede ser solucién.
En este caso la ecuacion no admite integrales (soluciones) singulares.

1.5.3. Envolventes

Una nocién basica cuando se trata con familias uniparamétricas
y=Y(x,A)

de soluciones de la ecuacion implicita F(x,y,y’) = 0 es la de “envolvente” de
dicha familia. Se intersecta una curva y = Y (z, Ag) de la familia con las curvas
proximas y = Y (z,A), A ~ Ag y se determina la posiciéon limite de los pun-
tos comunes cuando A — Ag. La colecciéon de estos puntos limite conforma la
envolvente de la familia. Para calcularla se resuelve:

Yy= Y(.’E, )\O)

1
A—Xo

{Y(z,\) =Y (z, )} =0.
Tomando limites cuando A — g se obtiene

y= Y(.T, )‘0)
Y/\(m, /\0) =0.

Si A puede despejarse como funcién regular de = en la segunda ecuacion, dando
A = A(z), al sustituir en la primera obtenemos la expresion de la envolvente:

y=g(z) =Y (z,\(2)).

La funcién A(z) selecciona un punto de cada curva cuya reunion da lugar a la
envolvente y = g(z).
La envolvente toca a cada curva haciendo contacto de primer orden:

g'(@) = Y'(, () + Ya (2, @)V (2) = YV (2, Aa))-

Como:
F(x,Y(xz,\),Y'(z,)) =0, (1.32)

al tomar A\ = A\(x) resulta:
F(z,9(z),g'(x)) =0,

v la envolvente satisface la ecuacion.
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Observacion 1.46. Otra manera de construir la envolvente de una familia {Y (z, A) }.
Se trata de encontrar una curva y = g(z) que corte a cada una de las de la fami-
lia haciendo contacto de primer orden. Si (a,b) es el dominio de g esto significa
que para cada = € (a,b) existe un A = A(z) tal que:

g(z) =Y(z,Az)) &  g(2) =Ye(z,Az)) z€(ab)
Derivando la primera con respecto a  y usando la segunda encontramos que:
Ya(z, A(z)) =0,

pues suponemos X (z) # 0 (si A(x) es constante siempre estariamos en la misma
curva). Asumiendo por ejemplo que Yy # 0 podemos usar la dltima ecuacién
para obtener A = A(x) que al substituir en Y (z,\) nos da la funcién g(x)
buscada.

Por otro lado derivando la ecuacion (1.32) con respecto a A y particularizando
después en la envolvente da:

F,Ya + F,Y{ = F,Y{ =0,
mientras que derivando Yy (z, A(z)) = 0 con respecto a = nos lleva a:
Yy (x, A(x)) = =Y\ (2).

En condiciones normales se espera poder aplicar el teorema de la funcién im-
plicita y que A = A(x) sea una funcion no constante. A efectos practicos, que el
producto Yy (z) # 0. Esto significa que la envolvente yace en el lugar singular.

Ejemplo 1.47. En el Ejemplo 1.40 la envolvente de la familia
y=Ar+AA—-1)
de soluciones es:
(- 1)?
Y= T4
que, segin vimos, es un solucién singular.

FEjemplo 1.48. El que sigue es un bonito ejemplo de envolvente (cf. [9]). Un
proyectil se dispara con angulo variable a (A = tag «) y velocidad inicial v =

[ r2 2 . .
xy” + 1y, Las ecuaciones de la trayectoria son:

x = xzpt
y =yt — §t°.

Tomando (z(, y() = v(cos a, sen ),

vsen g T

)
v COS & 2 v2 cos? o
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Para calcular la envolvente eliminamos A usando la ecuacién:

IQ

ac—)\gﬁ:(),

obteniendo: )

= W (1)4 79212)’

que es lo se conoce como “parabola de seguridad”.

)

1.5.4. Algunas ecuaciones implicitas

Comezamos con
F(y')=0. (1)
Por ejemplo:
y? +3y° —y —3=0.
Sus soluciones son de la forma:
y=por+C
donde F'(pg) = 0. El ejemplo admite tres familias de soluciones: y = = + C,
=z—-C,y=-3z+c
Un segundo tipo es:
F(z,y') = 0. (I1)

La opcién natural es despejar 4 en términos de x e integrar. En algunos casos
lo que uno obtiene es:

z=g(y).
En este caso parametrizamos por la derivada p obteniendo = = g(p) mientras:

v S
S =P v =p9(p),

con lo que
P
Mm:m+/tWMﬁ
Po

Para resolver la ecuacion con datos y(zg) = yo se determina primero p = py en
la ecuacion:

zo = g(p)-
Otro camino para resolver (IT) es resolver:

F(x,p)=0

en la forma:
r=pt) p=().
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En este caso:

y'(z) =¥(t),
mientras (1)
) = S
Despejando sale
y=1(t)e(t),

luego:
t
y(t) =yo + t U(s)g(s) ds.

Como antes t = ¢y debe calcularse en 2o = ¢(t) si pretendemos resolver y(zg) =
Yo-

Ejemplos 1.49.
a) =y —y —1.
b) z/1+y* =1
Otra clase de ecuaciones es:
F(y,y') =0. (II1)
La opcion natural es despejar ¢’ en términos de y. En ocasiones es factible tener:
y=f).

Parametrizando por la derivada y = f(p) con

y_
<~ =D
z
luego:
P )
p
en donde se puede calcular © = z(p).
Alternativamente es posible que:
F(y,p) =

permita escribir:
y=¢@) p=v(),

y si y = y(z) buscamos representar x(t). Habra de ser:
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Derivando en la primera con respecto a t y usando la segunda encontramos que:

t

5(5)
L u(s) ™

Si lo que pretendemos es resolver el problema de Cauchy con datos y(zo) = yo
habremos de calcular t = tg en la ecuacién:

x(t) = zo +

Yo = (1),
y usar ese valor de to en la expresion de z(t).

Ejemplos 1.50.
a) y=y°+vy° +y +5.

b L —
Ve
Mas generalmente, la ecuacion
F(z,y,y') =0
se puede abordar parametrizando la superficie:
F(z,y,p) =0,

mediante las funciones:
r=p(uwv) y=vwv) p=xuv).
La soluciéon y = y(x) cumple:
y(p(u,v)) = (u,v).
Si se supone por ejemplo que v = v(u) obtenemos al derivar con respecto a w:
Y (p(u,v))(ou + @uB) = Yy + Yo,

que junto con
y'(o(u,v)) = x(u,v),

da:
oo Yu=XPu _ XPu—Yu
XPv — 1% XPv — 1/11;
Una version mas sencilla de este célculo consiste en suponer que
F(z,y,p) =0

define © = ¢(p), y = ¥(p). Si tal parametrizacion permite escribir y = y(x)
entonces
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Para que y(z) defina una solucion de

F(z,y,y') =0,

debe cumplirse que

y'(e(p)) = p.
Esto requiere segiin se ha dicho que

Y =pp.
En ecuaciones como:

y=G(x,y) (1v)
basta obtener x = x(p) para determinar una solucién de la ecuacion. Derivando
con respecto a p e imponiendo ¥ = p& obtenemos:

G
T = r_.

Se procede exactamente igual si la ecuacion adopta la forma:
v =H(x,y). V)
En este caso la ecuacion para y = y(p) es:

pH,

v= 1—-pH,

Un caso particular de la primera es la ecuacion de Lagrange:
y=2f(y)+9¥)
que da lugar a la ecuacién lineal en z(p):
f g

T = T+

fo)—p"  flp)—p

Para resolver el problema de Cauchy:

y=zf(y)+9y)  yl@o) =yo
se calcula primero p = pg en la ecuacién
Yo =zof(p) +9(p).

Una vez vez hallado pgy se resuelve:
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El procedimiento falla si
f(po) = po

porque la ecuacién es singular en pg. En este caso, no obstante
y = poz + g(po)

es la solucién buscada.
En cuanto a soluciones singulares, el lugar singular es:

{y =zf(p) +9(p)
0==zf(p) +4(p)-
Si tal sistema define x = z(p), y = y(p) entonces
y=if+af+g=if.
Tal parametrizaciéon define una solucién sélo cuando
flp)=p

para cada p. Este caso especial de la ecuacién de Lagrange se conoce como la
ecuaciéon de Clairaut:

y =y + 9.
Admite como soluciénes (ver mas arriba) a la familia de rectas:

y = Ax + g(\).

Genéricamente, el lugar singular contiene como hemos visto una solucion. Esta
constituye la envolvente de la familia de rectas.

1.5.5. Ejercicios

1. Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales:
a) y* — Qe+ y)y + (@ +wy) =0

2y +2zy —y=0

=)

Y+ (x+2)ev =0

jol

/

3 2
Y —yy'” — 2%y + 2%y =0.

)
)
¢) y* —2xy — 822 =0
)
e)

2. Parametricense las curvas siguientes usando la derivada y’ como parame-
tro:

a) y =’
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b)
3.
a)

o o

[}

]

oz
[N N s N NS = NN

=

g .
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Yy = sen.
Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales:
y =y e

x = logy’ + seny’

r=y? -2y +2

y=(y -1’

2(L+y)" = a

12/5 _ 2/5

o +y a
4 2
yt—y -y =0
z =1 +seny’
y=vy'(1+y cosy’).

Disctatanse en detalle las propiedades de existencia y unicidad de solucio-
nes de la ecuacién de Clairaut:

y=ay +e¥.

Estudiese la existencia de solucién singular para las siguientes ecuaciones:

y =2y —y'>.
Yyt =4
y =5zy —y'>.

(v —2)3 =x — by.
Estudiar la existencia de una solucién singular de la ecuaciéon de Lagrange:

r— _é/2_§/3
y—gy 27y

Estudiar las ecuaciones:
y/3 _ eQIyl = 0.
12
y=a+2yz+ 4.
Y+ (x+a)y’ —y =0 donde a es una constante.
Y% —2zy +y=0.

y'? + 2yy cotz — 2 = 0.
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1.5.6. Algunas soluciones

e Solucion del Ejercicio 5.

a) No tiene soluciones singulares. La condicién de singularidad da:

mientras:

Estas relaciones no parametrizan una solucién, es decir el pardmetro p no
es la derivada.

b) La condicién de singularidad da:
Py =4, p=0,
luego las posibles soluciones singulares son
y = +£2.
Integrando la ecuacién con
p=2cost y = 2sent,
uno obtiene la familia de soluciones
y = 2sen(z + C),

por lo que las rectas y = +2 son envolventes de dicha y por tanto son
genuinas soluciones singulares.

¢) No tiene soluciones singulares por razones analogas al caso b).
d) La condicién de singularidad implica que p = 2 luego
y=2x+C.
Es inmediato comprobar que ninguna recta de esa forma cumple by—x = 0.

e Solucion del Ejercicio 6. El lugar singular es:

v —y=gp"— 5p*
p(p—1)=0.

Para p =0, y = x que no es solucién mientras que

L8 1
=X _—— =
y 27 9
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correspondiente a p = 1 si es solucién. Las demas soluciones se representan
como:

1, 8
== by = —p3>— )
z 9p+ Y 2717 )
y se obtienen de
4, 8,
Y=ol TP

tras derivar con respecto a p y hacer y = pz.



Capitulo 2

Existencia y Unicidad.
Prolongacion

2.1. Herramientas auxiliares. Teorema de Banach

2.1.1. Preliminares

Los resultados de existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales tienen
por escenario ciertos espacios métricos de funciones. La métrica de estos espacios
procede de una norma y el espacio resultante es completo. Es conveniente, por
tanto, recapitular algunos hechos bésicos sobre el tema.

Si X es un espacio vectorial real o complejo se dice que una aplicacién
|-]: X —[0,+00) es una norma en X si

a) |z| =0 implica z = 0,
b) |Ax| = |A||x| para A real o complejo y = cualesquiera,
¢) |z+y| <|z|+ |y| para x,y € X arbitrarios.

Una norma | - | induce la métrica d(z,y) = |z — y|.
Si el espacio resultante es completo se dice que (X, |- |) es un espacio de
Banach.

Definicién 2.1. Se dice que dos normas |- |a y |- |» en el espacio X son equiva-
lentes si cualquier sucesion x,, convergente en (X, |- |o) también es convergente
en (X,|-|p) al mismo limite y reciprocamente.

Teorema 2.2. Dos normas | - |o y |- | son equivalentes si y sdlo si existen
constantes positivas k, K tales que k|x|, < |z|y < K|x|, para todo x € X.

Por poner egjemplos conocidos, C™ es un espacio de Banach con cualquiera de
las normas |1, ['|2 0 ||oc donde ||y = [z1]+ - +|2n|, |25 = 21+ a7, 2] =
méx |x;|. Las tres normas (y cualquier otra concebible en C™) son equivalentes.

61
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Es un buen ejercicio encontrar las constantes k, K que corresponden a las tres
normas senialadas.

Entre los espacios de dimension infinita que usaremos aqui destaca X =
C(I,R™), I = [a,b], el espacio de las funciones x : I — R™ que son continuas en
1.

Teorema 2.3. Fl espacio X = C(I,R") es de Banach con respecto a la norma
|¢|0o = supy |2(t)|. Ademds:

a) La sucesion x,(t) converge a x(t) en X si y solo si x, — x uniformemente
en I.

b) La sucesion x,(t) es de Cauchy en X si y solo si x,, — x satisface la condicion
de Cauchy uniformemente en I.

Definicién 2.4. Para o > 0 se define la norma de Bielecki |- |so,o en C(I,R™)
como:

|2]oc.a = sup e =D |a(t)].
te(a,b]

Teorema 2.5. La norma de Bielecki | - |0o,o €5 equivalente a la norma del
supremo | - | en el espacio X = C(I,R™).

Proposicion 2.6. Sean (X, |- ]), (Y,|-]) son espacios normados y L : X —Y
es una apliacion lineal. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

a) L es continua en x =0,
b) L es continua en X,
¢) L estd acotada en cualquier bola B(z, R) de X.

Observacion 2.1. Todas las aplicaciones lineales de C™ en C™ son continuas.
Solo cuando X e Y tienen dimensién infinita existen aplicaciones lineales que
no son continuas.

De c) se sigue que si L es continua entonces sup|,<; |L(2)| < co. Denotando
L(X,Y) el espacio de las aplicaciones lineales y continuas de X a Y puede
probarse que

|L|| :=if{K >0:|L(z)| < K|z| paratodoz € X},
constituye una norma en £(X,Y). Se comprueba facilmente que

IL]| = sup [L(z)[ = sup [L(y)|-
lz[<1 lyl=1

En el caso de aplicaciones lineales escribiremos con frecuencia Lz en lugar de
L(x).
Para X =Y denotamos £(X) = L(X, X).

Proposiciéon 2.7. Si (X,|-|) es un espacio de Banach entonces (L(X), | - 1)
también es un espacio de Banach. Se cumplen ademds las siguientes propiedades:
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a) Si L€ L(X)
IL(2)| < L] |z],

para todo x € X.

b) Para T,L € L(X) cualesquiera se tiene que:
|T o L|| < ||| |IL],

El siguiente resultado de calculo diferencial para funciones de varias variables
resulta de suma utilidad.

Propiedad 2.8 (Teorema de los incrementos finitos). Sea F': Q@ C R™ — R™,
Q un abierto de R™, una aplicacién de clase C' mientras x,y € Q2 son tales que
el segmento [z,y] C Q. Entonces:

[F(z) = F(y)| < sup ] IDF(z)|| |z —yl.

ze|x,y

Demostracion. Dados x,y € R™ existe una aplicacion lineal [ : R™ — R tal que
ll=1y

WF(z) = F(y) = [F(x) — F(y)|.
Se construye la funcioén real g(t) = I(F(x +t(y — x))). Existe entonces ¢ € (0, 1)
tal que:

|F(z) = F(y)| = 19(1) — g(0)| = |¢(¢)] =
(DF(z +c(y — 2)))(y — z)| < [[UDF (x4 c(y — ) l|(y — z)|.

Como
[{(DF(z +c(y —x)))[| < sup [[DF(z)]],

z€[z,y]
concluimos el resultado. O

Observacion 2.2. La existencia de la forma lineal [ es inmediata en espacios
de dimension finita. Para el caso general ver [1], Capitulo I. Usando esta in-
formacién la propiedad se extiende a funciones F : X — Y, X, Y espacios de
Banach.

2.1.2. Puntos fijos

La literatura sobre puntos fijos de aplicaciones es considerablemente abun-
dante. Aqui nos limitaremos a los resultados basicos (ver [4] y el articulo “Puntos
Fijos” en [5]).

Definicién 2.9. Sean (X,d) un espacio métrico y T : X — X una aplicacion.
Se dice que T es contractiva o que T es una contraccion en X si existe un
0 <0 <1 tal que para x,y € X cualesquiera se cumple:

d(T(x),T(y)) < 0d(z,y).

Se llama a 0 la constante de contraccion.
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Definicion 2.10. Sea T : X — X una aplicacion en un conjunto X. Se dice
que © € X es un punto fijo de T (también un punto de equilibrio) si T'(x) = x.

Teorema 2.11 (Teorema del punto fijo de Banach). Sea (X,d) un espacio
métrico completo y T : X — X wuna aplicacion contractiva de constante 6.
Entonces T admite un dnico punto fijo T en X. Ademds,

1. Para cada xo € X se tiene que T = UmT"(xg), mientras que para x €
X,n,h € N arbitrarios se satisface:

1—6"

1-4

A(T" (), T (z)) < 6" d(T(z),x).

2. Para todo n € N:

en

AT (@0),3) < 1

d(T(x0), o).

Una ligera extension de este resultado que tiene cierto interés es la siguiente.

Teorema 2.12 ([10]). Sea X una espacio métrico completo y T : X — X una

k
aplicacion continua con la propiedad de que una iteracion suya TF = To B, oT

es contractiva. Entonces T admite un inico punto fijo . Ademds,
z =lmT"(xo), (2.1)
donde xo es un elemento arbitrario de X.

Observacion 2.3. La hipotesis de continuidad en 1" sélo se usa para establecer
la convergencia (2.1).

Definiciéon 2.13 (|10]). Sean (Y,d) un espacio métrico y X un conjunto. La
aplicacion T =T (z,y), T : X XY =Y, se denomina una contraccion uniforme
enY con respecto a x € X si existe 0 independiente de x, 0 < 0 < 1, tal que

d(T(xv y1)7 T(.’l?, yQ)) S ed(yla y2)7
para y1,y2 € Y,z € X cualesquiera.

Teorema 2.14. Sean X eY espacios métricos, Y completo, T : X XY — Y una
contraccion uniforme en'Y con respecto a x € X de suerte que para cada yo € Y
la aplicacion x — T(xz,y0) es continua de X enY . Si para cadax € X, y = g(x)
designa el punto fijo de la aplicacion T, 1 Y — Y dada por T,.(y) = T(x,y),
entonces
g: X — Y
z —  y=g(x)

es continua.

El teorema de la funcion implicita (Capitulo I) es sin duda la consecuencia
mas impotante del teorema del punto fijo de Banach.
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Teorema 2.15. Sea F': U C R™" x R™ — R™, U abierto, una aplicacion de
clase Ct. Supongamos que existe (xo,yo) tal que:

i) F(xo,y0) =0,
i) ?y(xo,yo) es invertible. - -
Entonces ezisten e1,e2 positivos y g : Be, (z9) — Be,(yo) de clase C* tales
que:
1) yo = g(x0) y ademds
F(z,g(x)) =0,
para cada v € B, (z0).
X

2) Si (z,y) € Be,(z0) X Be,(y0) y

F(z,y) =0,

entonces
y = g(z).

Demostracion. Sea (xo,y0) el punto de referencia y Ly = a—y(xo,yo), que es

una aplicacién invertible lineal invertible. La ecuacién:
F(z,y) =0,

es equivalente a:
y—Ly'F(z,y) = y.

Es por ello razonable definir en B., (7) x Be,(yo) (aqui X = B, (%), Y =

B.,(yo), bajo elecciones adecuadas de ;1 y €2) la aplicacion:
To(y) = T(w,y) =y — Ly ' F(,y).

Una solucion y de la ecuacion F(z,y) = 0 define un punto fijo y de la aplicacion

Que T constituye una contraccion uniforme es consecuencia de 9,1 (o, o) =
0 junto con la continuidad de dicha derivada (véase Teorema 2.8, de los incre-
mentos finitos). Esto permite fijar €1,¢2 tal que

10,7 (z, y)|| <0 <1

para todo (z,y) € Be, (20) X Be,(yo). En segunda instancia corregimos &1 para

lograr que B, resulte invariante por 7). En efecto, para y € B.,(yo) con x fijo
€en B61 (l‘o),

T (y) — vol < |T(x,y) — T(z,y0)| + |T(x,y0) — T'(x0,%0)|

<0ea+ sup |T(z,y0) — T(wo, o)l
Bel(xﬂ)
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Basta reducir £; adecuadamente de forma que:

sup |T(z,y0) — T(z0,%0)| < (1 = 0)ea.
Be, (wo)

O

El teorema precedente establece la existencia, unicidad y continuidad de la
funcion implicita y = g(z) cuando se realizan las elecciones sefialadas. La prueba
de la diferenciabilidad es un poco méas complicada (véase [2] o el Anexo al final
de este Capitulo).

Anexo

Probamos la diferenciabilidad de la funcién ¢ en el Teorema 2.15 (de la
funcién implicita). Todo se reduce a establecer la siguiente mejora del Teorema
2.14.

Teorema 2.16. En las condiciones del Teorema 2.1} supongase que X =
R™ Y =R™ y que ademds T es una aplicacion de clase C*. Entonces, el punto
fijo y = g(x) es continuamente diferenciable con respecto a x.

Demostracion. Fijamos x € R™ tomamos h € R™, hemos de probar que
9(x +h) = g(z) + L(h) + o(|h]),

para cierta aplicacion lineal L € L(R™, R™) donde o(|h|) representa una aplica-
cion que cumple:
h
tim 20
h=0  |h|

Llamamos
Ag=g(z+h)—g(),

usando que y = g(x) es punto fijo de T'(z,y) para todo z resulta:
Ag=T(z+h,Ag+ g(x)) — T(z,g(x)) = To(h) + T,(Ag) + o(|h] + |Agl)

donde hemos abreviado:

1= Geg@), T, = 5 ().

Se tiene ahora que (Ejercicio 2.1).
1Tyl < 0.

En consecuencia, la aplicion lineal I — T, (I es la identidad de £(R™)) es inver-
tible (Ejercicio 2.2).
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De la identidad para Ag obtenemos:
(I = Ty)(Ag) = Tz (h) + o([h] + |Ag]).
Aplicando (I —T})~! a los dos miembros, poniendo
Li=(1-T,) 'T,

y observando que:
o[k +[Agl) = ([h] + [Agl)o(1),

donde o(1) es una funcién que tiende a cero cuando |h| + |Ag| — 0, concluimos
que:
Ag = L(h) + (|hl + |Agl)o(1).

En primera instancia, esta identidad prueba que |Ag| < C|h| para cierta cons-
tante C' cuando |h| < R. Por tanto,

(Ihl + [Ag[)o(1) = o(|hl)

cuando |h| = 0 y al ser
Ag = L(h) + o(|h[)

resulta que g es derivable con diferencial L. O

Ejercicio 2.1. Sea f: R™ — R™ una aplicaciéon diferenciable para la que existe
M > 0 tal que

|f(x) = f(y)] < M|z —yl.

Demuéstrese que su diferencial D f(z) cumple
IDf(z)]| < M.
Ejercicio 2.2. Sea L € L(R™) una aplicacién lineal con norma
I|IL|| < 1.
Si I designa la aplicacion identidad en £(R™) demuéstrese que
I-L

es una aplicaciéon invertible.
Indicacion. Pruébese que 1 no puede ser un autovalor de L.

2.1.3. Ejercicios
1. Pruébese que f(z) = 2% es Lipschitziana en [0, 1] ;Es Lipschitziana en R?

2. Sea f : (a,b) — R una funcién C'. Demuéstrese que una condicién nece-
saria y suficiente para que f sea Lipschitziana en (a,b) es que su derivada
esté acotada.
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Estudiese si las siguientes funciones f verifican alguna condiciéon de Lips-
chitz local o global respecto a z:

flt,z) =1+ 22

flt,z)=1+1¢
1

flt,z) = 112

1/3

Demuéstrese que f(x) = x'/ no es localmente lipschitziana en [—1, 1].

Sea f: G C R® — R™ una funcién de clase C* que es es Lipschitziana de
constante L en un abierto G. Pruébese que

IDf(x)] < L,
para todo xz € G.

Demostrar que existe una tnica funcién continua f € C[0,1] que para
cada t € [0,1] satisface la identidad:

fit)= ;/t s?sen f(s) ds.
0

Hallese dicha funcion.

Se considera X = C[a, b] con su norma natural y la aplicacion T : X — X
dada por

t
() =L [ £(s) ds.
Donde L es una constante positiva.

Pruébese que
¢ (t— s)k_l

Tk(f)(t):Lk/a NCEE

. Bajo qué condiciones es T' contractiva?

f(s) ds.

Demostrar que existe k tal que T% es contractiva.
;. Cudl es el punto fijo de T?
Determinar A para que f(z) = ¢+ A(2 — x — tanh x) sea contractiva en R.

Se considera f : R — R dada por f(z) = log(e® 4+ 1) ;Es una contraccién?
i Admite un punto fijo?

Sea f : [a,b] — R una funcién de clase C* tal que 0 < k; < f'(x) para
x € [a,b] mientras f(a) <0 < f(b).

Probar que f posee un unico cero en (a,b).

Dése un método iterativo para calcular dicho cero.

Indicacion. Considérese T'(x) = x — Af(z) donde A es un parédmetro.
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2.2. Teoremas de existencia, unicidad y prolon-
gaciéon. Teorema de Picard-Lindeloff

A lo largo del capitulo supondremos que la funcion “segundo miembro” (el
campo) f = f(t,z), f: Q CR xR® = R", Q@ C R x R™ un conjunto abierto, es
por lo menos continua.

Lema 2.17. Sean (to,z9) € Q, I C R un intervalo a cuyo interior pertenece to.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) (z,I) ! es una solucion del problema

{.’L‘, = f(ta I) (22)

iL'(to) = X0
it) x € C(I,R™) satisface
t
z(t) = xo —|—/ f(s,z(s)) ds,
to

para cada t € 1.

2.2.1. Problemas en bandas

Teorema 2.18 (Teorema de Picard-Lindeldf). Sea f : [a,b] X R® — R™ una
funcion continua y Lipschitziana en x, es decir, existe L > 0, tal que para (L, x),
(t,y) € [a,b] x R™ arbitrarios se tiene,

[f(t,z) = f(t,y)] < Llz —yl.

Entonces el problema:

fr- st -

x(a) = xg
admite una dnica solucion definida en todo el intervalo [a,b].

Observacion 2.4. Si [ es continua y admite derivadas parciales 0f /0x;, 1 <i <
n, que son continuas, no resulta dificil demostrar que f es Lipschitz con respecto
ax en |a,b] Xx R™ si y sdlo si tales derivadas estdn acotadas en [a,b] x R™.

Observacion 2.5. Bajo las mismas hipdtesis el teorema es cierto si la funion f
toma valores en CV.

1Se recuerda que (z,I) es una solucién de (P) si z = z(¢) es diferenciable en I, satisface la
ecuacion y to € I, z(to) = wo.
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Corolario 2.19 (El dato (to,z¢) se toma libremente). En las condiciones del
Teorema 2.18, el problema
/
= f(t
{x f(t) (2.4

Z(to) =T

admite una wnica solucion definida en todo el intervalo [a,b], cualquiera que sea
el punto (to,x0) € [a,b] x R".

Corolario 2.20 (Prolongacién). En las condiciones del Teorema 2.18, sea (x,I)
una solucion arbitraria de (2.4), por tanto con I C [a,b] en principio distinto
de [a,b]. Entonces (x,I) admite una inica prolongacion al intervalo [a,b].

Corolario 2.21 (Existencia global, intervalos abiertos). Sea f : (a1, az) xRY —
RY wuna aplicacion continua tal que para todo intervalo [a,b] C (a1,az) eriste
L (en principio dependiente del intervalo [a,b]) tal que f es Lipschtiziana con
respecto a x en [a,b] x RV :

[f(t,x) = f(t,y)] < Lz —yl,

V(t,x), (t,y) € [a,b] x RN . Entonces, para todo (to, zo) € (a1, az) x RN el proble-
ma (2.4) admite una dnica solucion x(t) definida en todo el intervalo (a1, as).

Observacion 2.6. El dltimo enunciado es de capital importancia en las aplica-
ciones. Es vélido en cualquier tipo de intervalo (ay,az), por ejemplo R, (—o0, az)
o (a1, 00). Para dar méas énfasis destacamos aparte un caso particular.

Corolario 2.22. Sea f : [a,+00) X R™ — R™ continua de forma que para cada
t1 > a, f es Lipschitziana con respecto a x en la banda [a,t1] x R™ con una
constante de Lipschitz finita L > 0 (que en general dependerd de t1). Entonces,
pare cada (to, xo) € [a,+00) x R™ el problema:

{x’ = f(t,x)

z(a) = xo
admite una dnica solucion que estd definida en [a, +00).

Obsérvese que las condiciones de los Corolarios 2.21 y 2.22 se cumplen en
particular cuando para cada t > a, la funcién f(¢,x) es Lipschitz en x:

|f(t,2) = [t y)| < L{t)|z - y] z,y €R",

y la constante de Lipschitz L(t) se mantiene acotada en intervalos acotados.
Asi en relacién con el resultado precedente la constante L se puede tomar en el
intervalo [a, t1] como
L= sup L(t).
a<t<t;
Observacion 2.7. A la vista del Corolario 2.22 ;qué sucede con la ecuacion
A
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El espacio de las matrices complejas My x n(C) admite, como espacio vecto-
rial de dimensién finita, una infinidad de normas, todas ellas equivalentes. Por
ejemplo, para A = (ai;):

[[Alloo = méx |ag;].

Por otro lado, si | - | es cualquier norma en C entonces
|A]l = sup |Az|
|lz|<1

es otra norma en My n(C). Cumple las propiedades:
a) |Az| < ||A|||x| para todo z € C¥,
b) [[AB| < ||A[l[|B]| para A, B € Myxn(C),
o) [IIAl =Bl < [[A - BJ|.

En la siguiente propiedad se considera a My xn(C) como espacio normado
con ésta tltima norma, por ejemplo.

Lema 2.23. Una aplicacion A : [a,b] — Myxn(C), t — A(t) = (ai;(t)) es
continua si y sdlo si todas sus componentes son continuas. Ademds t — || A(t)]|
también es continua.

Corolario 2.24. Se considera el problema lineal:

{x' = A(t)z + b(t)

ﬂf(to) = Xy,

en donde b : (a1,a2) — C”, b(t) = (bi(f))1<i<n ¥ A : (a1,a2) = Mpxn(C),
A(t) = (ai;(t)1<ij<ns Muxn(C) las matrices reales n X n, son funciones conti-
nuas en un cierto intervalo (a1,a2) C R, en el sentido de que todas las compo-
nentes a;j,b; son continuas en dicho intervalo. Entonces, para cada ty € (a1, a2)
y xo € C™ el problema precedente admite una unica solucion x(t) definida en la
totalidad del intervalo (a1, az).

2.2.2. Meétodo de las aproximaciones sucesivas

En el Teorema 2.18 (Picard-Lindeldf) la solucion x(t) es el limite uniforme
en [a,b] de la sucesion de funciones x,(t) = T(xn—1)(t),

t
)0 =20+ [ fs.u(s) ds ye Ca R,
donde z¢(t) = zo. Obsérvese que ,(t) es la unica solucién del problema

{x’ = f(t,zn_1())

z(a) = .
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Por esa razén se llama método de las aproximaciones sucesivas a la obtencién de
x(t) como limite de las funciones x,(t). El teorema de Picard-Lindel6f asegura
que si f(t,z) es Lipschitz en [a,b] x R™ entonces x,(t) converge hacia la tnica
solucién del problema.

Aunque no estemos estrictamente en las condiciones del Teorema 2.18 vamos
a calcular las primeras aproximaciones de la solucién del problema:

T = .’L‘2
2(0) = xo.

Empezando por xo(t) = z¢, ¥j = 23 y 21(0) = x¢. Por tanto z; = z¢ + x3t.
Analogamente, 24 = 22, 22(0) = z0, es decir x2(t) = o+ (20/3){ (1 +xot)3 —1}.
Similarmente se hallan x3, x4, etc.

La convergencia de las iteraciones se puede garantizar en situaciones mas
generales (y menos restrictivas) que las del Teorema 2.18. Sin embargo, la mera
continuidad de f(¢,z) no basta para la convergencia del método de las aproxi-
maciones sucesivas. Esto se evidencia con el siguiente ejemplo.

Observacion 2.8 (Ejemplo, Miiller (1927)). Sea f : R? — R la funcién (no
Lipschitziana):

—2t siox>t?
Ft,z) =< (20X + 2)(1 = X)) si (t,2) = A(t,t2) + (1 — N)(¢,0)
2t si <0

Se tiene entonces que la sucesiéon de aproximaciones del problema:
' = f(t, )
z(0)=0

no converge siquiera puntualmente.
Otro ejemplo similar se recoge en el Ejercicio 6.

2.2.3. Teorema de Picard-Lindel6ff. Versiones local y glo-
bal

En los enunciados que siguen Q(h, R, to,zo) designa el conjunto:
[to—h,t0+h]XBR($o) h>0,R>0,

abreviadamente @) en algunos casos. Denotamos también @+ =QnN{t >t}
Q =QnN{t<ty}. Se suele llamar a @ un “tonel” o una “caja” en R x R"™,

Teorema 2.25. Sea f: Q C R xR® — R", Q = Q(h, R, to,x0), continua y
Lipschitziana en Q con respecto a x, es decir, existe L > 0 tal que para cada
(t,z), (t,y) € Q

|f(t,2) = f(t,y)| < Llz -yl
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mientras designamos:

M = sup |f].
Q
Entonces el problema
{m/ = Jto) (2.5)
x(to) = g

admite una dnica solucion mazimal x(t) que estd definida al menos en el inter-
valo I = [ty — min{h, £}, to + min{h, £}].

Se emplea la siguiente propiedad.

Proposicion 2.26. Sean B la bola cerrada B = {|z| < R} y f : B - R"
Lipschitziana de constante L. Se define la extension a R™:

F(x) = f(2),
donde .
I =R—.
2|

Entonces F también es Lipschitziana con la misma constante L.

Demostracion del teorema 2.25. Se considera la extension Lipschitziana de f de
falto—h,to+ h] x R™ y el problema auxiliar

y' = f(ty) t € [to— h,to+ 1]

y(to) = wo.
Admite una tnica solucion y(t) definida en Iy = [to — h,to + h]. Existe el mayor
intervalo J = [t1,t2] C I, tal que (¢,y(t)) € Q parat € J. A la vista del Teorema
2.18 y corolarios se sabe que toda solucién (z, I) de (2.5) cumple I C Jconz =y
en I. Por tanto (y,J) es la solucion maximal de (2.5) y se trata de estimar J
(logicamente es dificil determinar una expresion “cerrada” para J).

Pueden darse dos situaciones: o bien to = tg + h o bien t2 < tg + h en cuyo
caso |y(t2) — xzg| = R de donde

R = |y(ts) — o] < / 1 F(s.u(s)] ds < Mty — to)

to

y resulta to > to + %. En ambos casos

R
ty > to + min{h, M}

El razonamiento simétrico establece que

R
t; < to — min{h, M}
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v la solucion y esta definida al menos en el intervalo (de “seguridad”)

R R
— mi <<t < { — 1
to — min{h, ]W} <t <tp+min{h, —}

Observacion 2.9. Se desprende de la demostracién que si, por ejemplo,
to + E >to+h
0 M 0 ’

entonces |x(t) — zo| < R para todo tg <t <t+ h.

Se dice que una funcion f = f(t,z), f : Q@ C R x R® — R"™ es localmente
Lipschitziana en Q con respecto a x si, para cada (to,zo) existen R > 0, h > 0
y L > 0 (que en general dependen del punto (tg,z¢)) tales que

[f(t,z) = f(t,y)] < Llz —yl.

para cada (¢,z), (t,y) € Q = [to — h,to + h] x Br(xo).

Como ejemplo, recuérdese que una funcién continua f: Q@ C R x R" — R”
tal que las derivadas 0f/0x1,...,0f/0x, existen y son continuas en ) (jpero
no necesariamente acotadas en Q!), es también localmente Lipschitziana con
respecto a x € (2.

Teorema 2.27 (Teorema de Picard-Lindeldf: version global). Sea f : Q C
R x R™ — R" continua, localmente Lipschitz en §) con respecto a x, mientras
(to, o) € Q es arbitrario. Entonces el problemas:

z' = f(t’x)
l‘(to) = X0

tiene la propiedad de unicidad de soluciones. Ademds admite una unica solucion
mazimal (o solucion global) (z,I) en el sentido de que si (y,J) es cualquier otra
solucion de (P) entonces J C I, x|y = y. Ademds, I es un intervalo abierto
(o, w).

En el lenguaje de las ecuaciones (y,J) se denomina una solucién local. El
teorema afirma la existencia de una tnica solucién = que es la extension comun
de todas las posibles soluciones de (P). En otras palabras, todas las soluciones
locales y son en realidad restricciones de la solucién global x.

2.2.4. Ejercicios

1. jSe puede aplicar el teorema de Picard-Lindel6f a la ecuacion

Yy =y+ Izl

en alguna banda de la forma [a, b] x R?
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2. Apliquese el método de aproximaciones sucesivas a los problemas:

(a) {”‘J — 7 telo,2].

z(0)=1
2= 22

(b) {x(O . t €[0,2].
= —2?

(c) {x(o) . t €[0,2].

3. Determinar por el método de aproximaciones sucesivas la solucion de la
ecuacién diferencial
que verifica y(—1) = 1.

4. Considérese el problema de Cauchy

y/ =1 +y2
y(0) = 0.

a) Aplicar el método de aproximaciones sucesivas y calcular y4(t).
b) Demostrar que las aproximaciones y, (t) estan definidas en R.

¢) Resolver el problema de valor inicial para probar que la solucion so6lo esta
definida en el (—7/2,7/2).

5. Dése una estimacion del error cometido cuando se utiliza la funcién k-

ésima z(t) obtenida por el método de las aproximaciones sucesivas en el
intervalo [a, b] para el problema:

{m’ = f(t,x)

z(to) = 0.

Como aplicacion hallese dicho error para el problema,

=t—=x
z(0) =1,

estimando la diferencia |z(0'2) — x(0'2)].
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(W. Walter, “Ordinary Differential Equations”, Springer, 2000). Se consi-
dera el problema de Cauchy:

y =2t — 2\/y+
y(0) =0,

donde y4+ es la parte positiva de y, y+ = (y+|y|)/2. Probar que la sucesion
de soluciones aproximadas ¥, del método de aproximaciones sucesivas no
es convergente.

Estudiense los dominios de existencia maximal de las soluciones de las
siguientes ecuaciones:

1
= n sen(z + t2).

x +t2
" = (logt)—.
U
et —t
o~ —
€ 7\/1?62:”4-!‘,2.

Se considera el problema:

Y

) 2
V=t

y(0) =1.

Pruebese que admite una tinica solucion la cual esta definida en la totali-
dad de la recta real R.

Se considera el problema de valor inicial:

x

dy e y
Z _9 4 _J
T T Py
y(1) =1.

Expliquese por qué dicho problema admite una tnica solucién que esta
definida para todo valor del tiempo ¢ > 1.

En el tonel @ = [—1,1] x [l — R,1+ R] se considera el problema:

= 2
{:L(O) =1.

Hallese el intervalo de seguridad [~tg,tg] (Teorema 2.25) comparando g
con el tiempo “real” de existencia de la solucion en Q.



2.2. TEOREMA DE PICARD-LINDELOFF 7

11.

12.
13.

14.

15.

Se considera el problema

el cual se observa en el tonel Q = [~%, 2] x [-R, R]. Hallar el tiempo de

seguridad ¢r comparéndolo con el tiempo real de existencia de la solucion
en el tonel Q.

& Dar una demostracién de la Propiedad 2.26.

Sean a(t), b(t), f(t) funciones complejas continuas con ¢ € (ay,as). Prué-
bese que para valores tg € (a1, a2), zo,z1 € C arbitrarios el problema:

" (t) + a(t)x'(t) + b(t)x(t) = f(t)
$(t0) = X9
l’l(to) =,

admite una dnica solucién definida en todo el intervalo (ay,az).

Se considera el problema,

' = f(z) +senzx
x(0) =0,

donde f: R — R es una funcién C2?. Demuéstrese que admite una dnica
solucién que es ademas de clase C3.

Sean ag(t), ..., an(t) funciones continuas sobre el intervalo (a,b) C R.
Discatase la existencia y unicidad de soluciones del problema

{J}/(t) = ao(t) + al(t)l‘ + -+ an(t).%‘” a <ty <b.

.T(to) = 29

i.Se puede asegurar en general que el dominio de existencia de las solucio-
nes es (a,w) = (a,b)?

2.2.5. Algunas soluciones

Solucion del Ejercicio 12. Se reduce a probar que:

[z =gl <z -yl

si |z| e |y| son mayores que R junto con

|z —y| < |z —y]

si|z| > Re |yl <R.



78 CAPITULO 2. EXISTENCIA Y UNICIDAD

En el primer caso suponemos |z| < |y|, tomamos y’ tal que |z| = |¢/| con
y =ty (es decir t > 1). Se tiene que |z — y'| < |z — y| porque la desigualdad
equivale a:
20t =Dy’ < (=P t>1,

es decir
22y’ < (t+ 1)|y'? t>1,

desigualdad que es consecuencia de que zy’ < |y'|>. Como |z — g| < |z — /| <
| — y| hemos terminado.

En el segundo supuesto x = tZ con ¢ > 1 mientras |y| < |Z|]. Se trata de
probar |Z — y| < |tZ — y| que es consecuencia de

27y < (t+ D)|z)*  t>1.

Esto se sigue de que zy < |Z||y|. O
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2.3. Existencia con segundo miembro continuo.
Teorema de Cauchy-Peano

2.3.1. Familias equicontinuas. Teorema de Ascoli-Arzela

Nos enfrentamos al siguiente problema: dada una sucesion de funciones con-
tinuas f, : [a,b] = RY ;cuando admite dicha sucesién una subsucesién f,,; que
converge uniformemente a una cierta funcién continua f : [a,b] — RY? Como
se va a explicar, se trata de una cuestién de compacidad que a su vez, encubre
un genuino “teorema de existencia”.

Sea (X, d) un espacio métrico. El siguiente es un resultado bien conocido.

Proposicion 2.28. Un conjunto K C X es compacto si y sdlo si de toda
sucesion T, en K se puede extraer una subsucesion ., convergente a un cierto
reK.

Si se toma el espacio X = C([a,b],RY), con la norma del supremo, nuestra
pregunta estd intimamente relacionada con la siguiente observacién.

Proposicién 2.29. Sea x,, una sucesion de un espacio métrico (X,d). Si la
adherencia 2 K = {zn} de xz,, es un compacto entonces de x,, se puede extraer
una subsucesion x, que converge en X.

Para responder entonces a la pregunta inicial hace falta saber cuindo la
adherencia {f,} de una sucesién de funciones continuas en X = C([a,b],RY)
constituye un compacto de dicho espacio. Es ésta una cuestiéon delicada. La
siguiente propiedad establece qué partes de un espacio métrico son candidatas
a ser compactos.

Proposiciéon 2.30. Sea (X,d) un espacio métrico. Si K C X es un compacto
entonces K tiene que ser cerrado y acotado.

De hecho, esta clase coincide con la de los compactos si X es un espacio
normado de dimensién finita. Mas atn, la finito dimensionalidad del espacio
equivale a la validez del teorema de Heine-Borel (ver Ejercicio 1).

Teorema 2.31. Sea (X, |-|) un espacio vectorial normado. Las siguientes pro-
piedades son equivalentes.

i) X tiene dimension finita.

it) Un conjunto K C X es compacto si y sélo si es cerrado y acotado.

Desafortunadamente, el espacio que nos interesa (C([a,b],RY),] - ||sc) no
tiene dimensién finita. Para que una sucesién de funciones continuas f,, cumpla
que K = {fn} es compacto dicho conjunto tiene que ser acotado en X. Esto
se reduce simplemente a la acotacién de la sucesion f, en el espacio X (como
se define mas abajo, que f, esté uniformemente acotada en [a,b]). De hecho

2La adherencia A de A es el menor cerrado de X que contiene a A.
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un subconjunto A de un espacio métrico X estd acotado si y solamente si su
adherencia A est4 acotada. Por otro lado K es cerrado por definicién.

Sin embargo, para que K = {f,} sea compacto no es suficiente con que
K sea cerrado y acotado en (C([a,b],RY),|| - ||oo). Hace mas de un siglo, los
mateméticos italianos G. Ascoli y C. Arzela® encontraron qué condicion “extra’
ha de satisfacer la suceciéon de funciones f,, para que K sea compacto. Se trata
de lo siguiente.

Definiciéon 2.32. Sea {f,.}nen, fn : [a,b] = RY una sucesion de funciones con-
tinuas. Se dice que dicha sucesion es equicontinua en [a,b] si todos sus elementos
poseen un médulo de continuidad comin en [a,b] es decir si ¥e >0 36 > 0 tal
que Yn € N, Vi, s € [a,b] tales que |t — s| < § se tiene que | [ (t) — fn(s)| <e.

Definicién 2.33. Sea f,, : [a,b] = RY, una sucesion de funciones. Se dice que
fn estd uniformemente acotada en |a,b] si para cierta M > 0:

[fn(t)] < M
para todo t € [a,b] yn € N.

La siguiente propiedad presenta el ejemplo estdndar de sucesién equiconti-
nua. Constituye el criterio mas til para localizar dichas sucesiones.

Propiedad 2.34. Sea f, : [a,b] C RN, una sucesion de funciones C' a trozos
en [a,b] que cumple:

SOl < L

para t variando en el conjunto de derivabilidad de f,, todo n € N y cierta
constante L > 0. Entonces la sucesion f, es equicontinua en [a,b].

Demostracion. Sean a < ¢; < -+ < ¢, < b los puntos donde f deja de ser
derivable, aunque las derivadas laterales f’(c;4) existen y f’ es continua en
cada uno de los intervalos [a,c1],. .., [¢m,b] por separado. Para a <t < s <b

intercalamos los ¢;’s que hagan falta:
a<t<e < ---<g<s<b
Entonces:
|f71/(t) - fn(s)| S |fn(t) - fn(ck)| + |fn(ck) - fn(ck—l)| +-+ |f7z,(cl) - fn(s)|
<L((ecxk—t)+--(s—¢))=L(s—t)=L|t — 3.

Por tanto todas las f, son Lipschitzianas con la misma constante L y de ahi f,
es equicontinua. OJ

Ejemplos 2.10.

1
a) fo(z) = - senna es equicontinua en [0, 1].

3Giulio Ascoli (1843-96), Cesare Arzela (1847-1912).
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b) fn(z) = 2™ no es equicontinua en [0, 1]. Sin embargo si lo es en [0,b] para
0 < b < 1. Para la primera afirmacion nétese que si f,, fuese equicontinua en
[0, 1] se tendria para algin 6 que

1) = Jull =8 = |1 (L= 6)") <
para todo n lo que no es posible. En el segundo caso, para todo 0 <t <b
[fa®)] <™t =0
cuando n — oo lo que prueba la equicontinuidad de la sucesion en [0, b].

Observacidn 2.11. La equicontinuidad es un concepto uniforme que depende de
la region que se considere. Es asimismo una nocién que se refiere a un colectivo
de funciones y no a una en particular.

Podemos ya dar respuesta a la cuestién formulada al principio de la seccion.

Recordamos la nocién de convergencia uniforme que es la asociada a la topologia
del espacio (C([a, 6], RY), || - [l

Definicién 2.35. Una sucesion de funciones f, : [a,b] — RN converge uni-
formemente a f : [a,b] — RY si |f,(t) — f(t)| es uniformemente pequerio con
tal de que n sea grande. Es decir, si para todo € > 0 existe n. € N tal que
suppg g |fn(t — f(t)] <€ paran > n..

Teorema 2.36 (Teorema de Ascoli-Arzeld). Sea f, : [a,b] = RY una sucesion
de funciones continuas. Entonces K = {f,} es compacto en (C([a,b],R),|||lsc)
st y solamente si se cumplen las condiciones:

i) fn estd uniformemente acotada en [a,b],

i) fn es equicontinua en [a,b)].
El siguiente corolario resume la informaciéon que resulta de interés.

Corolario 2.37. Sea f, : [a,b] — RY una sucesion de funciones continuas. Si
cumple las propiedades

i) fn estd uniformemente acotada en [a,b],

i) fn es equicontinua en [a,b),
entonces de f,, se puede extraer una subsucesion f,, que converge uniformemente
a una funcion f continua en [a,b).

2.3.2. Ejercicios

1. Sea X un espacio vectorial con producto interior (-, ) (un espacio euclideo)
que por tanto puede considerarse un espacio normado con la norma:

2] = V/(z, z).
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Se sabe que si X tiene dimension infinita entonces (Teorema de Gram-
Schmidt) existe una sucesion x,, de vectores tales que

(Tn,Tm) = Omn  (la 0 de Kronecker).

Pruébese que x,, no puede admitir subsucesiones convergentes.

. Sea

i o[a,b]xRY  — RN
(t,x) — f(t )

una funcién continua y acotada. Si S designa el conjunto de las soluciones
de ' = f(t,z) que estan definidas en el intervalo [a, ], demuéstrese que
la familia S es equicontinua en [a, b].

Nota. Se demuestra en la siguiente seccion que S no es vacio (Teorema de
Cauchy—Peano).

Sea f : Q C R x RN — RY una aplicacion continua, Q(h, R, to,z¢) =
I;, x Br(xg) C Q, I;, = [to — h + tg + h], un tonel en . En el espacio
Y = (C(I1,RY), || - |lso) se considera la bola cerrada

B={y(t) €Y :|ly — 2ol < R},

y el operador
T:

o

— Y
y(t) — (Ty)@)
donde .
(Ty)(t) = a0 + / F(s,y(s)) ds.

Pruébese que todas las posibles sucesiones y,,(¢) en T'(B) son equicontinuas
y uniformemente acotadas.

(Poligonales de Euler) Sea f : [a,b] x R — R continua y acotada con
|f(t,z)] < M en [a,b] x R. Las poligonales de Euler del problema:

x' = .f(ta I)
fE(to) = Xy,

se construyen a continuaciéon. Para cada n € N tomamos tg = a < t; <
h
- <t,=0bdonde t; =a+1i—,0 <i<n, h =0>b— a. La poligonal n-

n
ésima P, (t) esté definida como P, (tg) = x¢ mientras P,(t) = P,(t;—1) +
f(tiz1, Pa(ti—1))(t — ti—1) para t;_y <t <t,.

Represéntense graficamente las poligonales.
Demuéstrese que { Py, (t) }nen esta uniformemente acotada.

Demuéstrese que { P, (t) }nen es equicontinua.
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5. [Funnels?]. Para zo € R fijo, sea S el conjunto de las soluciones del
problema de Cauchy

z' = f(t,:E)

z(a) = xo

en donde f esta en las condiciones del Ejercicio 2 (ver también el Teorema
de Cauchy-Peano). Se toma ¢t € [a,b] arbitrario y se define la seccion
S; € RN de S en el instante ¢ como:

S ={yt):y € S}

Pruébese que S; es compacto.

2.3.3. Teorema de Cauchy-Peano

Teorema 2.38 (Teorema de Cauchy-Peano). Sea f : [a,b] x R" — R™ una

funcion continua y acotada, es decir, existe M > 0, tal que para cada (t,z) €
[a,b] x R™
[f(t,x)] < M.

Entonces el problema

{ = f(t,)
z(a) = xo

admite la menos una solucion definida en todo el intervalo [a,b].

Demostracion. Se define una sucesion z,,(t) de funciones continuas en [a,b] de
la que se extraerd una subsucesion que converge a una funcion continua x(t) en
[a,b] que cumple:

t
x(t) = xo +/ f(s,z(s)) ds t € [a,bl. (2.6)
a
La sucesiéon se define como sigue.
Para n € N arbitrario tomamos el paso:

h:b—a

n
y definimos la particién tp = a <t; < --- < t, = b como
tr = a + kh,

para 1 < k < n. Llamando I al intervalo parcial [t;_1,t], la funcion z,(t) se
define progresivamente: primero en I3, a continuacion en Io, etc. hasta llegar a
I,,. En forma sintética la construcciéon es como sigue:

Zo a<t<t
Tn(t) = t—h
x0+fa f(S,.’L’n(S)) dS tk’—l StStk,kZQ

4“Foniles” que diriamos en este pueblo.
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Nos convencemos de que x,,(t) estd bien definida.
En I;:
Zn(t) = .
En I>:
t—h

t—h
xn(t) = x0 —|—/ f(s,2n(5)) ds =z +/ f(s,0) ds.

Por tanto x,(t) en continua hasta t = to.
En 13:

t—h ty
zn(t) = xg +/ f(s,zn(s)) ds =z +/ f(s,mo) ds

t—h s—h
Jr/ f(s,x0 Jr/ f(t,zo) dt) ds,

t1 a

con lo que z,(t) es continua hasta ¢t = t5. Se procede asi hasta el intervalo I,,.
En la construccién se obtiene una funciéon continua x,(t). Mas aun, para
t > t; es la integral de una funcion continua. Es asi C! con derivada:

(1) = f(t = h,za(t — h)).

También es derivable en I; con derivada 0. Por tanto, z,, es derivable excepto
quizés en t = t1 donde:

zh(ti—) =0,  z,(ti+) = f(a,20).
En cualquier caso:
|2, (1) < M,
en los puntos de derivabilidad. Luego la sucesion z,(t) es equicontinua.
Que esta uniformemente acotada es consecuencia de que:

|z, (B)] < |zo| + Mt —h —a) < |xog| + M(b—a)

parat > t;.

El teorema de Ascoli-Arzeld afirma entonces que existe una subsucesion
T (t) de z,(t) tal que z, (t) — z(t) uniformemente en [a,b]. Probamos que
x(t) cumple (2.6). Para t > a y n’ grande resulta que

t>t =

n/

Como f(t,xn(t)) — f(t,z(t)) uniformemente en [a,b] (ver Observaciéon 2.12)
podemos tomar limites en la expresién:

t—h

2 () = o + / F(5,200(s)) ds =

ro [ Ssawo) dst [ flosraets))



2.3. TEOREMA DE CAUCHY-PEANO 85
y observando que la dltima integral esta acotada por Mhy que Mh — 0 cuando
n’ — oo se concluye que z(t) cumple (2.6). O

Observacion 2.12. Probamos que f(t,z, (t)) — f(t,z(t)) uniformemente en
[a, b]. Como
(t,zn (1) € K :=[a,b] x {z: |z| < |zo| + M},

vy K es compacto entonces f es uniformemente continua en K. Por tanto, para
€ > 0 dado existe § tal que

‘f(tvl.) - f(tvy)‘ <e
si |z — y| < d. Existe ahora nj tal que
|z () — 2(t)| < 6

para n’ > nj. Luego:
|f(t,znr (1) — f(t,2(t)] <e

para n’ > njy f(t,z,(t)) = f(t,2(t)) uniformemente en [a, b]

Corolario 2.39. En las condiciones del teorema 2, el problema

o = f(t,a)
L(to) =X
admite al menos una solucion definida en todo el intervalo [a,b], cualquiera que

sea el punto (to, o) € [a,b] x R™.

Antes del siguiente se recuerda que —por definicién— una solucion (x, I) del
problema

{x’ = f(t,x)

x(to) = X0

se puede prolongar (o continuar) al intervalo J con I & J si existe una solucién
(y,J) tal que y;; = x. Si no es posible encontrar tal prolongacién se dirad que
(z,I) es no prolongable (no continuable) o maximal.

Lema 2.40 (Existencia de prolongacion). Sea f : [a,b] x RY — RY wuna funcion
continua y acotada. Entonces, toda solucién (x,I) del problema

a = f(t,x)
x(to) = X9
es prolongable al intervalo [a,b].

En el siguiente resultado usamos la notacién de la seccién anterior:

Q(h, R, ty,z0) = [to — h,to + h] X Br(zo) C R x RV,
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Teorema 2.41. Sea f : @(h,]ito,xo) C R xRN — RN continua y con cota
M, es decir, para cada (t,z) € Q(h, R, to, x0),

|f(t,x)] < M.

FEntonces

admite al menos una solucion x(t) que es prolongable al intervalo
. . R . R
I} = [to — min{h, M}’to + min{h, M}]

Ademds, toda solucion de (P) es prolongable a I} .

Teorema 2.42 (Teorema de Cauchy-Peano: versiéon global). Sea f: Q C R x
RY — RY continua. Entonces, el problema

{xl = f(tv l)

LE(t()) = Xo

admite al menos una solucion (x,I) mazimal. Ademds, el intervalo I de la
solucion maximal es abierto: I = (o, w).

Demostracion. Con el lema de Zorn se puede dar una demostracion directa (no
constructiva). Una prueba més “tolerable” se recoge en el Anexo final y usa el
Corolario 2.50 (ver [6]). O

2.4. Comportamiento de las soluciones globales

El objetivo de la seccién es analizar el comportamiento de una solucién
maximal (z,1), x = x(t), I = (o, w) del problema:

{ = f(t,z)

I(to) = X0

cuando t — a+ (resp. w—). Supondremos que f : 2 C RxRY — RY es continua
y su dominio de definicion € un abierto.

En los resultados que se exponen a continuacién probaremos que si, por
ejemplo, t — w—, entonces (¢, x(t)) se acerca indefinidamente a la frontera 92
de Q. Como 2 es un abierto general y posiblemente no acotado, por ejemplo
Q = (a,b) x RN que (¢,z(t)) tienda a la frontera 9} precisa una definicién.

Definicién 2.43. Definicion Sea x = z(t), x : (to,t1) C R — RY wuna funcion
tal que (t,x(t)) € Q para cada t € (to,t1). Se dice que

(t,z(t)) — 0N t—t1— (2.7)
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(respectivamente, (t,z(t)) — OQ si t — to+) si para cada compacto K C Q
existe un tiempo t(K) tal que (t,z(t)) € K para cada t(K) < t < t1 (res.
to <t < t(K)) .

Observaciones 2.13.

a) Si © C R x RY es un dominio acotado entonces (2.7) es equivalente a que
dist ((¢,2(¢)),0Q) — 0 cuando t — t1—

b) Si Q= (a,b) x RN, a <t; <b, y z(t) es continua entonces (2.7) implica que

Jim[a(8)] = oo

c)
b) Si Q= (a,b) xR, a <t; <b,y z(t) es continua entonces (2.7) implica que o
bien
lim «(t) = oo,

t—ty—
o bien
tggl_x(t) = —o0.
e) Obsérvese que por definicién, (2.7) se satisface desde que tg = —c0 6 t1 = +00.

Definicion 2.44. Sea x : I = (tg,t1) — RY una funcion. Se dice que (t1,71)
es un punto de aglomeracion de la grifica de x = x(t) cuando t — t1 si existe
una sucesion {t,} C (to,t1) tal que t, = t1 y (t,) — 1.

Ejemplo 2.14. Si I = (—00,0), x(t) = sen(1/t); todos los puntos {(0, z)/|z| < 1}
son de aglomeracion de la grafica de x(t) = sen(1/t).

Lema 2.45 (Lema de Wintner). Sea f : Q C RxRY — RY continua yx = x(t),
z: (a,b) CR — RY una solucion de 2’ = f(t,z) tal que (b,€) € Q es un punto
de aglomeracion de su grdfica cuando t — b—. Entonces,

lim x(¢t) = &.

t—b—

Demostracion. En primer lugar existe un tonel Q = [b — h,b+ h] x Br(¢) C Q
centrado en (b, &) donde |f(t,2)] < M.
Si la afirmacion no es cierta existe g > 0, 9 < R, y t/, — b tal que
|z(t,) — &| > <o
Asimismo, para cada t], existe ¢/ >t de suerte que:

€0
) — €] < =—.
Jatr) - €l < 5

Todavia més, y por continuidad, existen !, < ¢ <t/ <t/ tales que:

_ - &
eE)l =e0  |a(E) =
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con .
7 < le®)] < e
para todo t € [t],,¢]. Escribimos:
&
o6) = 2(E)] < [ 1#(sv0(s))| ds < M, ~ £,
i,
mientras: 5
_ _ —_ _ EO
lz(t,) —x(E)] > [(x(t,) — &) — (x(t,) = &)] > -~

Esto no es posible pues ¢, — /! — 0.
O

Teorema 2.46. Sea f: Q C R x RV — RN continua, Q un abierto y sea x(t)
una solucion maximal del problema de Cauchy:

{x’ = f(t,x)

z(to) = o
definida en el intervalo I = (a,w). Entonces se tiene que
(t,x(t)) = 0N t— w— ()
(respectivamente, (t,x(t)) — 0 para t — a+).

Demostracion. Si existiese K C £ compacto y t, — w tal que (t,,x(t,)) € K
para todo n, extrayendo una subsucesion ¢, tendriamos que (tn/,z(t,)) —
(w, &) para algin (w,§) € K luego (w, &) € Q. Del lema de Wintner tendriamos:

I 2(t) = ¢,

pero entonces podriamos prolongar la solucion z(t) mediante una que tuviese
datos iniciales (w,&). Esto contradiria el caracter maximal de x(¢). O

Observacion 2.15. El teorema comprende las siguientes posibilidades. O bien
w = 400, en cuyo caso ya se cumple la propiedad convergencia (C), o bien
w < 400y |z(t)] = 400 que es otro caso de (C), o bien (t,z(t)) se mantiene
acotada cuando ¢t — w— y en consecuencia todos sus puntos de aglomeracién
estan situados en 99 cumpliéndose que dist ((t,z(t)),0Q) — 0+ cuando ¢t —
w—. Esta es la tercera opcion bajo la que puede tener lugar (C).

Ejemplo 2.16. Sea f = f(t,x) una funcién continua definida en R?. Supongamos
que z = z(t) es una solucion de 2’ = f(¢, z) cuyo intervalo maximal de existencia
es (a,w) donde w < 4o0. Entonces, del teorema anterior se deduce que o bien
lims_,,,— 2(t) = —o00 o bien lim;_,,,— x(t) = co.

Ejemplo 2.17. Si f = f(t, ) es continua en RN y z(¢) es una solucién maximal
definida en (a, ) con w < co. Entonces lim;_,,, |z(t)| = oco.

Ejemplo 2.18. Si en las condiciones del Teorema 2.46 z(t) es una solucién ma-
ximal definida en (o, w) tal que |f(¢, z(t))| < M para t € (o, w) entonces o bien
w = 00 0 bien existe lim;,, z(t) =€ y (w, &) € ON.
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2.4.1. Ejercicios

1. En Q = (0,4+00) x R se considera la funcién f(t,z) = sent(logt)sen? x.

Analicense las propiedades de existencia, unicidad y prolongacién de las
soluciones del problema de Cauchy asociado a la ecuaciéon ' = f(t,x).

2. En cada uno de los siguientes problemas de Cauchy estidiese la existencia,
unicidad y prolongacién de soluciones.

a)
¥ =v1—22
.If(f,o) = Zo,
donde —1 < xg < 1. Tomese Q@ = R x [—1, 1] como dominio de definicion
del segundo miembro.
b)
"= (logt)z®
{x ogt)r a>0 z>0.
x(1) = xo,
Indicacion. Distinganse los cases 0 < a <1y a > 1.
¢)
"= <1
Y=F@ e = [V
z(0) =0, 1 |z| > 1.
d)
2 = I +2?)
{E(O) = Zy.
e)
' =senx
x(0) =z
f)
! __ «
7' = x| a>0
z(0) =1
Indicacion. Distinganse los cases 0 < a <1y a > 1.
g)

z' = f(x)
{1(0) =1z 2029,

donde z > 0, f(z) = x%log(2) si z > 0, f(0) = 0.
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3. Para (t,z) € Q = R x [~1,1] se considera f(t,z) = —v/1 — 22. Hallense

todas las soluciones del problema,

' = f(t,x)
z(0) = 1.

. Parat >0y x > 0 se considera la funcién

rlogt >0
tx) = v
1(t,2) {0 xz=0.

Estudiese la existencia y unicidad de soluciones del problema:

{x’ = f(t,x)

x(to) = wo.

. Estudiese el problema de Cauchy:

’ ™
= —_—-— 1— 2
ST )

z(0) = 1.

. Sea a = a(t) continua en [0,+00) de forma que a(t) > 2t para t > 0.

Demuéstrese que el problema

{z:(><1+x>
(0) ==

admite una tnica soluciéon maximal z(t) definida en [0,w) donde w < +o0.

. Sea f = f(t,x), (t,2) € R x R, definida como:

0 <0
2

f(t,z) = _?:(: £2>2>0
-2t xz>t>>0.

Discutase la existencia y unicidad de soluciones para el problema de Cauchy
asociado a la ecuacion o’ = f(t, z).

. Se considera el problema

2 oV +tx2 =0
z(1) = <.

i) {Admite soluciones?
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ii) ;Cuantas soluciones posee?

ili) {Cuél es el dominio de existencia de las soluciones?

9.

10.

11.

12.

13.

14.

Consideremos el problema

y =ay+y*
y(0) = 4,

k > 1, A > 0. Demuéstrese que la solucién maximal del problema es
creciente y positiva, y estd definida en un intervalo de la forma [0,w),
w < 4+o00. Cumple ademas

lim y(z) = +o0.

rT—w—

Estudiese la finitud del extremo derecho w del intervalo maximal de exis-
tencia (a,w) de la solucion del problema,

T =23 + 2y x1(0) =
Th = x1 + 23 x2(0) = 1.

Sea f : RN — RY continua y localmente Lipschitziana mientras = z(t)
es una solucién de 2’ = f(z) que satisface z(to + T) = z(ty) para algin
T > 0. Demuéstrese que = = z(t) es periddica de periodo T'. ; Qué se puede
decir si n =17

Sea f : [0,+00) — R continua y C*! en 2 > 0. Admitase que el problema

a' = f(x)
z(0) =0,

no tiene la propiedad de unicidad de soluciones. Priebese entonces que:

limsup | f'(z)| = +o0.
x—0+

Sea f :[a,b] x R — R continua y acotada, y
S ={x:]a,b] - R:x essolucién de 2’ = f(t, ), x(a) = zo}.

Demuéstrese que para a < t; < b el conjunto I(t1) = {x(t1) : € S} es
un intervalo cerrado y acotado (teorema de Knesser-Hukuhara).

(Unicidad de soluciones sin la condiciéon de Lipschitz). Sea:

f: QCRxR — R
(t,x) —  f(t,2)
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continua y no creciente en x, es decir, z1 < xo implica f(t,21) > f(t,z2).
Demuéstrese que el problema,

{CU/ = f(t,2)

Z‘(to) = X,

admite una Gnica solucién para t > t.
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2.5. Teoremas de Brouwer y de Schauder

Un resultado histoérico y el mas conocido de los teoremas de punto fijo es:

Teorema 2.47 (Teorema de Brouwer). Sea T : B — B continua donde B es
una bola cerrada de R™. Entonces T admite un punto fijo en B.

El teorema del punto fijo de Schauder es una versién infinito dimensional
del teorema de Brouwer (omitimos la prueba en el curso, véase por ejemplo el
libro de M. de Guzman). Se dice que una aplicacion (operador) T : X — Y
entre dos espacios métricos X e Y es compacta si transforma X en una parte

relativamente compacta de Y, es decir si T(X) es relativamente compacto en
Y.

Teorema 2.48 (Teorema de Schauder). Sea X un espacio de Banach, B C X
cerrado y convexo, T : B — B continua y compacta. Entonces T admite un
punto fijo en B

Teorema 2.49 (Teorema de Cauchy-Peano (2 demostracion)). Sea f : [a, b] x

RY — RY wuna funcion continua y acotada, es decir, existe M > 0, tal que para
cada (t,z) € [a,b] x RY
[f(t,z)] < M.

Entonces el problema
' = f(t,x)
{x(to) =1z
admite la menos una solucion definida en todo el intervalo [a, b)].

Demostracion. En X = C([a,b],R"V) con la norma |- | se considera el operador
T : X — X definido de manera natural como:

T(y)(t) = w0 + / F(s.y(s)) ds.

T es continuo y, en virtud del teorema de Ascoli-Arzela, T'(X) es relativamen-
te compacto. En virtud del teorema de Schauder T' admite un punto fijo que
constituye una solucién del problema. O

2.6. Anexo

Corolario 2.50. Sea f: Q C R x RY — RN continua y Q un dominio. Si Qo
es cualquier subdominio de Q tal que Qo C Qo C Q con Qo compacto. Entonces
existe ho > 0, que depende de Qo, tal que para todo (to,xo) € Qo todas las
posibles soluciones del problema

' = f(t,x)
(L’(to) =X

se pueden prolongar hasta el intervalo [to — ho,to + hol.
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Demostracion. Usamos en R x RN la distancia d(P, P') = méx{|t —t'|, |z — 2’|},
P =(t,x), P = (t',2’) en la que la bola cerrada B(Py, h), Py = (tg, o) es

B(Py,h) = Q(h,h, Py) = [to — h,to + h] x Br(zo) := Q(h, P).

Llamamos po = dis(Qo, Q) > 0. Tomamos h = pg/2, la unién de toneles

Upea, Q(h, Py) C K,
donde K = {P : dist(P, ) < h} es compacto. Tomando

M =sup|f],
K

todos los toneles Q(h, Py) estan en las condiciones del Teorema 2.41 usando este
valor de M, R = h. Por ello toda solucién de

{:1:’ = f(t,x)

Jl(to) = X0

correspondiente a un Py € Q es prolongable o esta definida en I, hy» €l intervalo
que proporciona dicho teorema. O

Demostracion del Teorema 2.42. Existe una sucesion de abiertos £2,, C € tales
que: -
Q, C Oy C Qg

donde los €2, son compactos y
Us2 10, = Q.

Témese por ejemplo Q, = {(t,z) € Q: dist(P,0Q) > 1} N B((0,0),n).

Sea (x,I) la solucion de referencia: nos ocupamos de prolongarla por la
derecha hasta un intervalo de la forma [to,w). Podemos suponer que I, =
IN[tg,00) = [to,b). Si b = 0o o bien z(t) admite una prolongacion a [tg, 00)
no hay nada que demostrar. Suponemos entonces que [to,b) tiene b < 0o y que
z(t) no es prolongable hasta ¢ = co. Asumimos naturalmente que (z, ;) no
es maximal. Por tanto es prolongable mediante x;(t) hasta ¢ = b. Llamamos
Py = (b1,&1) = (b1 (8)).

El conjunto K = {(¢,21(t)) : t € [to,b1]} es compacto, existe entonces un
primer n; tal que K C ,,. Aplicamos el Corolario 2.50 un ndmero finito
de veces para prolongar paulatinamente z(t) hasta un punto (be,&2) ¢ Qn,
mediante una solucion xo(t) que estd definida en [tg, ba] (de hecho b — by = lhy
donde [ es un entero y h1 = h1(2y,) es el nimero mencionado en el Corolario
2.50).

Procediendo de esta manera encontramos una sucesiéon creciente n, — 0o
y una prolongacion xy(t) de z(t) hasta el punto P, = (bg, &) de suerte que
Py, ¢ Qj_1, mientras by, es creciente.
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Como por hipotesis z(t) no se puede prolongar hasta el infinito entonces by
esta acotada superiormente y admite un limite w < co. La solucion z(t) se puede
prolongar a [tg,w) por el mecanismo de definir y(t) = x(¢) si tg <t < t.

Finalmente y(¢) es maximal, de otra manera {(¢,y(t)) : to <t < w} estaria
incluido en un compacto K’ C Q lo que contradice la construccion de y(t). O
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Capitulo 3

Depencia continua y regular
con respecto a datos iniciales
y parametros

3.1. Dependencia continua y aproximaciéon de so-
luciones

Bajo condiciones adecuadas (ver el capitulo anterior) el problema

{a:’ = f(t,x)

l‘(to) = X0

admite una tinica solucién maximal definida en un intervalo (o, w) (si f(t, ) esta
definida en un abierto ). Si la solucién es tinica para cada (to,zg), © = z(t)
y su dominio de definicién (o, w) dependen de los datos iniciales (g, zp). Como
ejemplo, analicese una vez mas con detalle el ejemplo 2’ = 2%, 2(ty) = x¢. En el
presente capitulo se estudia cémo varian dichas soluciones con los datos iniciales
y otras perturbaciones de la ecuacion. La siguiente definicién recoge la hipotesis
minima sobre f(t,x) para la validez de algunos de los resultados del capitulo.

Definicion 3.1. Se dice que f: Q2 CR x R™ — R", continua en @ C R x R",
un conjunto abierto, posee la propiedad de unicidad de soluciones si para cada
(to, o) el problema de Cauchy

' = f(t,x)
{l‘(to) = Xo (p)

admite una unice solucion. Si (a,w) es el intervalo de existencia maximal, la
dependencia de o y w con respecto a (to,xg) se representa en la forma a(ty, xg)
y w(to, o).

97
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Se designa por
x = z(t, to, x0)

a la inica solucion de (P) definida sobre su dominio de existencia maximal
(o,w). La denominaremos de aqui en adelante la solucion general del problema
de Cauchy. El conjunto:

0= {(tvth IO)/(t()vIO) €, te (a(to,xo),w(to,xo))}
representard su dominio de definicidn.

Ejemplo 3.1. Como se sabe, si f = f(¢, ) es continua y localmente Lipschitziana
en = (por ejemplo f es de clase C!) entonces f tiene la propiedad de unicidad
de soluciones.

El siguiente resultado de tipo cualitativo expresa la continuidad de la solu-
cion general de (P).
Teorema 3.2 (Teorema de Peano: dependencia continua con respecto a datos
iniciales). Sea f:Q C R x R™ — R" continua y localmente Lipschitziana * con
respecto a x. FEntonces se tiene que,

a) O CRxQCRXxRXR" es un conjunto abierto,
b) x = x(t, to,x0) es continua en O.

Observacion 3.2. Es de gran importancia interpretar las afirmaciones del teore-
ma. Se establece lo siguiente: si (b, o, 29) € ©, por ejemplo con b > tg, entonces
existe n > 0 tal que (b,to,ZTo) € O siempre que |b — b, |[to — to| y |Zo — o]
sean menores o iguales que 7). Esto significa que si la solucion x(t) de (P) esta

definida en [to, b] también esté definida en [to —n, b+n] (esto no supone novedad
alguna). Mas ain, la solucion y(t) de

¥

estd definida en [to,b+ 1] D [to + 1,0+ 1] y ademas:

f(t,z)

0) = Zo,

~+

y(t) = z(t, to, To) — =(t)

uniformemente en [tg, b+ 7] cuando (f9,Zog) — (to, To). Véanse méas detalles en
la seccion 3.1.1.

Laidea clave para probar el Teorema de Peano consiste en demostrar primero
la siguiente propiedad.

Propiedad 3.3. Sea f como en el Teorema de Peano, P, = (ton,Zon), Po =
(to, o) tales que P, — Py. Sean asimismo z(t) = xz(t, Py), x,(t) = z(t, P,)
las correspondientes soluciones de ' = f(t,x) con datos iniciales en Py y Py.

IBasta con que tenga la propiedad de unicidad de soluciones
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Si x(t) estd definida en un intervalo [a,b], ty € [a,b], entonces para n > ng
lasolucion x,(t) también estd definida en dicho intervalo teniéndose que:

Ty — X,
uniformemente en [a, b)].

Observacion 3.3. La demostracién se recoge en la Secciéon 3.1.1.

.T/ — :I,‘2
z(0) =1,

est4 definida en [0,1). Si b < 1 la solucién de

x/ — l‘2
Ji(to) = 2o,

estd definida en [0, b] siempre que 29 > 0y

Ejemplo 3.4. La soluciéon de

1
w(to,lﬂo) = ;0 +to > b.

Como w(tg,xg) = 1 en (to,zo) = (0,1) basta con que |tol, |zo — 1| sean pequetios
para que se tenga la desigualdad.

El siguiente resultado incorpora la dependencia con respecto a pardmetros.
Es una consecuencia inmediata del Teorema de Peano.

Teorema 3.4 (Teorema de dependencia continua con respecto a parametros).
Supongamos que f = f(t,z,\), f: Qx A = R", Qx A abierto en R x R" x RF
es continua y localmente Lipschitz 2 con respecto a x. Sea x = x(t,tg, 0, \) la
inica solucion del problema

Ji(to) =20

{x’ = f(t,z,\)

Yy sea 0 = {(t7t0,x0,)\)/(t07x0) € Q7 A€ A7 t e (Oé(t(),x(],)\)7w(t0,$0,)\))} SU
dominio de definicion. Entonces se tiene que,

a) OCRXxQxACRXRxR" xRF es un conjunto abierto,
b) x = x(t, to, xo, \) es continua.
Observacion 3.5. Un resultado mucho maés potente que los anteriores puede es-

tablecerse con la sola hipotesis sobre f de la propiedad de unicidad de soluciones.
Enunciamos dicho resultado en el Anexo 3.2.

2Como antes, basta con que tenga la propiedad de unicidad de soluciones
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Conocida la propiedad de continuidad nuestro interés se concentra ahora en
obtener informacion cuantitativa de las soluciones (por ejemplo, aproximacio-
nes numeéricas de las mismas), los siguientes resultados brindan las estimaciones
adecuadas (pertenecen al ambito general de la teoria de desigualdades diferen-
ciales).

Lema 3.5 (Gronwall, 1919). Sean c(t) y g(t) funciones continuas en el intervalo
[a,b] en donde g > 0. Siy = y(t) es continua y satisface la desigualdad

y(t) <e(t) + / g(s)y(s) ds para a <t <b

entonces,
t

ywswwj

a

o(5)9(s) exp ( / o) dT) ds.

Si ademds, c¢(t) = ¢ = constante entonces

y(t) < cexp (/atg(s) ds) )

Demostracion. En el primer caso se introduce la funcién auxiliar

Y@=/9@M$®

para obtener Y’ < gY + ge¢ con Y(a) = 0.
Cuando c(t) es constante la funcién auxiliar adecuada es

Z(t) = c+/ g(s)y(s) ds.

O

En el siguiente resultado se supone conocido -a diferencia del teorema de
Peano- el dominio [a, b] donde estan definidas dos soluciones aproximadas z1(t),
x9(t) -es decir, no exactas- de una cierta ecuacion Lipschitz ' = f(t,x) de
constante L (luego x} = f(t,z;) + e;(¢),7 = 1,2, donde |e;(¢)| < &, siendo ¢;
una cota del error en [a,b]) cuyos datos iniciales difieren una cierta cantidad.
La conclusién establece una estimacion de la diferencia entre las dos soluciones
(conocida algunas veces como la “desigualdad fundamental”).

Teorema 3.6 (desigualdad fundamental). Sean x1(t), z2(t) funciones diferen-
ciables tales que

[z1(a) — x2(a)| <6

|23 (t) = filt, z(D)| <& (i=1,2)
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para a <t < b. Si la funcién f satisface la condicion de Lipschitz ®

‘f(t7xl) - f(taIQ)‘ < lel 7[172|7

entonces
|z1(t) — z2(t)| < selt—a) 4 (e1 + 52)[6L(t_“) - 1]/L,
para a <t <b.

Observacion 3.6. En las mismas condiciones, si las x;(t) estan definidas a ambos
lados de a, por ejemplo en |t — a| < K la correspondiente estimacion “bilateral”
es:

|21 (t) — 2o(t)| < deFlt=al 4 (e) 4 e9) [l —1]/L.

Por otra parte, el resultado anterior puede establecerse usando también instantes
iniciales diferentes para las soluciones aproximadas.

Corolario 3.7. Si en las hipdtesis del teorema se supone que x1(t) y x2(t) son
soluciones de x' = f(t,x) entonces la estimacion toma la forma

|21 (t) — 2o(t)] < deP(t-9),

3.1.1. Demostracion del teorema de Peano

Demostracion de la Propiedad 8.3. Consideramos el arco:
I={(t,z(t)) : t € [a,b]}

con z(t) = z(t, Py). Como I" C Q es compacto p = dist(T", 9§?) > 0 y tomamos
h = p/3. Usamos ahora las ideas del Corolario 2.50. Formamos los compactos:

K, ={Pe€Q:dist(P,T) <h} C Ky, = {P € Q:dist(P,[") < 2h} C Q.

Notese que - -
Ky, = UperBi(P) = UperQ(h, h, P),

en donde se usa la distancia habitual d(P, P") = méx{|t' — ¢t|, |z’ — =|}.
Tomamos:
M = méx |f(t, )],
Kan

K _
y definimos hg = min{h, ML} Sabemos que para todo Py € K}, la solucion estéa

definida en el intervalo de seguridad Iy, (fp). Méas atn, la grafica {(t,x(t, Pg)) :
t € I, (to)} esta contenida en By (Pp) y por tanto en Kap.

Para proceder a la demostracion trabajamos con el intervalo [tg,b] proce-
diéndose en [a,to] de manera similar. Tomamos un valor arbitrario t* € [a,b]

3En realidad sélo es necesario que la condicién se dé en un entorno de las graficas de ambas
soluciones para ¢ € [a,b]. Es precisamente en estas condiciones como se aplica en la practica
el teorema 5.
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y observamos que todas las soluciones x(t, Pg) con Py € Ky, v |[to — t*| < hy,
hi = ho/2, estan simultdneamente definidas en I, (t*) y atin mas:

x(t, Po) — x(t)

uniformemente en [a,b] cuando Py — (+*,2(t*)). Aqui, naturalmente, estamos
designando como z(t) a la solucién bajo estudio. En efecto, esta clara la afirma-
cién sobre el dominio de existencia comtin. En cuanto a la convergencia escribi-
mos:

¢
z(t)y=a"+ | f(s,x)ds x* = x(tY),
-

a(t, Po) = o + {/{: +/tt} f(s,2(s, Po)) ds,

t

l2(t, Po) — 2(8)] < |Ao| + M|Ato| +L/ Az, ds,
to

luego:

en [to—h1,to+h1] con Azg = Tog—z* y Aty = {o—t*. La desigualdad fundamental
establece entonces que:
x(t, Po) — z(t),

uniformemente en [ty — hi,to + hi1] cuando Py — (t*,2*). Para uso inmediato
conviene llamar

Q") = Kp,n{(t,zx) € Q:t € I, (t*)}.

Ahora razonamos como sigue. A partir de un n; los valores P, € @(to)
estando las z,,(t) = z(t, P,,) definidas en I, (tg) y mas atn:

Tn(t) = x(t)

uniformemente en I, (to).

Nos fijamos ahora en que volvemos a tener la misma situacion en t; :=
to + h1 con la familia de datos P, = (t1,2,(t1)), P} = (t1,2(t1)). Repitiendo el
argumento concluimos que para n > ng las ,(t) estan definidas en el intervalo
contiguo [t1,t1 + h1], teniéndose la convergencia uniforme:

Tn(t) = x(t),

en la totalidad del intervalo [tg — hi,t1 + k1] = [to — h1,to + 2hq]. Esto es asi
porque P € Q(t1) para n sufcientemente grande (n > 2).

Es evidente que procediendo en un numero finito de pasos cubrimos el inter-
valo [tg, b], estando definidas las x,, en el mismo para n superior a un ng (mayor
que los otros m;) y obteniéndose alli la convergencia uniforme x,, — z. Esto
completa la prueba en la totalidad de sus detalles.

O
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Demostracion del Teorema 3.2. Si (b, Py) € O la solucion z(t, Py) definida en
[to — h,b + h] para cierto h > 0. De la Propiedad 3.3 existe n > 0 tal que
z(t,Py) esta definida en [to — h,b + h] si Py € By,(Fy) lo que implica que
(b—h,b+h) x B,(Py) C ©. Por tanto, © es abierto. La continuidad de z(¢, Py)
es consecuencia inmediata de dicha propiedad.

O]

3.2. Anexo: un resultado general debido a Kamke

Teorema 3.8 (Kamke, 1932). Sean f,, : Q CRXR” > R" y f: Q C RxR" —
R™ funciones continuas tales que f, — f converge uniformemente sobre cada
compacto K C Q (es decir, para cada compacto K C Q, las restricciones de f,
a K convergen uniformemente a la restriccion de f a K). Sea {(ton, zon)} C §2
tal que (ton, Ton) — (to, o). Sea (xn,I,) una solucion mazimal del problema

{x’ = fu(t,x)

x(tOH) = Ton

para cada n € N. Supongamos ademds que f = f(t,x) tiene la propiedad de
unicidad de soluciones y que x = x(t) es la solucion de

{1'/ = f(t,il’)

.l‘(t()) = X9

que estd definida (al menos) en el intervalo [a,b]. Entonces, existe n; € N tal
que para cada n > ny la solucion x,(t) estd definida en [a,b] (e.d. [a,b] C I,) y
ademds x,(t) = x(t) uniformemente sobre [a,b].

Observacion 3.7. La demostraciéon de los Teoremas de Peano y de continuidad
con respecto a parametros es una consecuencia relativamente directa del teorema
de Kamke.

3.3. Diferenciabilidad con respecto a los datos
iniciales

En la presente seccion supondremos que f : 2 C RxR™ — R"™ es una funciéon
de clase C* con k > 1 sobre un conjunto abierto 2. Obsérvese que ello conlleva la
propiedad de unicidad de soluciones para f = f(t,x). Vamos a establecer que en
estas condiciones la solucion general x = x(t,to, z) del problema de Cauchy es
también una funcién C* (C**! con respecto a la primera variable t). Sin embar-
gao, lo notable es que cada una de las derivadas parciales de la solucién general

X
¢

como funcion de t satisface otra vez un problema de Cauchy explicito.

(t,to0,zo) (donde ¢ puede ser cualquiera de las variables ¢, to, xo;) considerada
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Teorema 3.9 (dependencia diferenciable). Supongamos que f : Q@ C R X
R™ — R" es una funcion de clase C' sobre el conjunto abierto Q. Entonces
x = x(t, tg, ) es de clase C' sobre © (véase la definicion de ©).

Ademds,

3}
a) Para cada 1 < i < n, y(t) = a—z(t,to,xo), t € (o,w) es la solucion del
Zo;

problema de Cauchy,
0
v =2 (wo®) v

y(to) = e,
donde e; es el i-ésimo vector de la base candnica de R™, xo(t) = z(t, to, o).
b) z(t) = %(t,tmxo), t € (a,w) es la solucidn del problema de Cauchy,
0
0
7 = é(t,xo(t)) z

z(to) = — f(to, 7o),
donde, como arriba, xo(t) = z(t,t0, zo)-

Corolario 3.10. En el teorema anterior se puede remplazar C* por C* (incluso
con k = o0). Ademds, las derivadas parciales de orden superior de x(t,tq, o),
consideradas como funciones de t satisfacen problemas de Cauchy andlogos a
los del teorema precedente.

Corolario 3.11 (dependencia con respecto parametros). Supongamos que f :
QxACRXxR®xR™ — R" es una funcion de clase C*, k > 1, sobre el
conjunto abierto Qx A. Entonces v = x(t, g, T, \) es de clase C* sobre © (véase
la definicion de ©). Ademds, todas las derivadas parciales de x(t,to,x0,\) de
orden superior, consideradas como funciones de i, satisfacen ciertos problemas
de Cauchy que se pueden determinar. Con mds precision, para cada 1 < ¢ < m,

wu(t) = 22

= aT(t,to,xo), t € (a,w) es la solucion del problema de Cauchy,
¢

K] 7]
ul = %(t’xo(t),)\)(] + T{e(taxo(t% A)

U(t()) = O7

donde xo(t) = x(t, %0, x0).

Ejemplo 3.8. Si consideramos el problema de Cauchy escalar (x € R) con un
parametro real (A € R) y queremos calcular la derivada de orden dos:

0%z
T t) = ——— (¢, %0,
Eo)\( ) 6.1308/\( » Lo O)a
diferenciando una vez la ecuacion obtenemos,

O (ran) = Fot20(1), Ny
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Derivando otra vez con respecto de A,

0
E (‘rwo/\) = fa/c(tv .%‘Q(t), )‘)xﬂﬁo>\ + f:;/z(tv xO(t)v )‘)xwox)\ + fg/c//\(t’ $0(t), )‘)xwov
e Ox
en donde x4, es la funcién incognita, xg, = Foe vV T\ = Y ya se han calcu-
0

lado previamente. Nétese que como ademas x,, (to, to, Zg, \) = 1 entonces
satisface la condicion inicial,

Zzox(to) = Taoa(to, to, o, A) = 0.
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3.4. Ejercicios

1. Se considera la familia de problemas:

1

/.2
Yy Yy 2

y(0) =1,

y/ — Z/Q
y(0) =1.

Pruébese que mientras las soluciones de los primeros estidn definidas en
el intervalo [0, 1] independientemente de n, la del problema limite sélo lo
estd en [0,1). Este ejemplo prueba que los dominios de existencia de las
soluciones aproximadas no dan informacion sobre el dominio de existencia
de la solucién del problema limite (comparar con los resultados tedricos
expuestos).

y el problema limite:

2. Sea f : Q2 C R? — R continua y localmente Lipschitziana con respecto a
x. Sea y(t) la solucién de

Suponiendo que f(0,0) # 0 pruébese que existen §, ¢ positivos tales que
para |Py| < &, Py = (to, o), la solucion de la ecuacion con datos iniciales
P, posee un anico cero en el intervalo [—4, d].

3. Se considera el problema:

Yy =y + Ar?seny
y(0) =1,

A € R. Pruébese que admite una tnica solucién definida en todo R. Héllese
una estimacién del error cometido cuando la solucién se substituye por la

del problema:
Yy =y
y(0) =1,

en el intervalo |z] < 1.

4. El problema
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se toma como aproximacion de

Y

=y 4+ A
VYT e

y(0) =1,

en el intervalo |z| < 1 Hallese una estimacion del error.

Se consideran los problemas:

y =y +y'° y =y
1 1
y(O) 10 y(O) 10

—_

Pruebese que la solucion y(x) del primero estd definida en |z] < = en

1
donde satisface |y(z)| < 3

[\

Demuéstrese que una estimacion del error al aproximar el primer problema
por el segundo es:
1 2 2 9
y(2) — 5”721 < (el — 1),

. Se considera:

y =t+y+ey’ (P)
y(O) =1,
y el problema aproximado,
y=t+y
{ym) = "

Suponiendo que la solucion de (P) esta definida en el intervalo [0, ], satis-
faciendo |y(t)| < K, K > 0, hallese una estimacion del error cometido al
substituir la solucion de (P) por la de (Py).

Si y(t) es la solucién de (P) praebese que y(t) > 1, ¢/ (¢) > 0, y'(t) > 0
para t > 0. Probar que,

y(t) > 14+ 1 +e)t t > 0.

Pruébese que la solucion y(t) de (P) satisface:
y >ey >0,

por lo que el intervalo maximal de existencia a la derecha [0,w) es finito

1
y cumple w < =
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d) Pruébese que la solucion y(t) de (P) satisface:

y <A(e)y®  t>0,

1
con A(e) = 1+¢e+ 11e Dedtzcanse de ahi valores para | y K en el
€

apartado a).

La desigualdad de Gronwall establece que si:

t

y(t) < at) + / bs)y(s) ds  a<t<B, 1)

[e3%
donde a, b, y son continuas, b > 0, entonces,

t

y(t) < alt) + / a(s)b(s)el= P 47 ds o <t < B, (2)

[0

Pruébese que si a es C' y @’ > 0 en [, 8] entonces (1) implica la siguiente
versiéon mejorada de (2):

y(t) < a(t)ela b ds,

Supongamos que f = f(z,y,\) esta definidaen a <oz <b,y € R, A € R,
es C! y satisface:
of

a7 <L
Iay(x,yw\)l_ |

of

- <
8)\ ('r7 y? A)l — K’

z € la,bl,y e R, A € R. Sea y = y(z, 1) la solucion de:

y/ = f(x’ya /J)
y(a) = yo,

en el intervalo [a, b]. Pruébese que:
K r—a
Iy(x,)\)—y(x,u)| < f|)\_lt|(€L‘ ‘ _1).

Sea f:R xR — R de clase C! tal que:

' = f(t,x)
z(0)=0

admite la solucién = = sent. Demuéstrese que para n suficientemente
grande la solucién del problema;
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10.

11.

12.

tiene al menos dos ceros en el intervalo (0, 27).

Indicacion. Es relativamente sencillo probar que hay un cero en el intervalo
(0, 27). Para encontrar un segundo cero demuéstrese que x,(t) > z(t) para
todo n y todo t € (0, 27].

Se considera la familia de funciones:

sentsennxt

f?L(I’7t) = n2

Hallese el limite de la sucesion fy, (z, t) justificando que el limite es uniforme
en R2.

Para f = lim f,, hallese la solucién de,

' = f(t,x)
z(0) = 0.

., Qué se puede decir de la solucién z,, del problema:

' = fu(t,x)
z(0) = %?

Sea f: R x R x R — R una funcién de clase C!, designando por = =
x(t,to, o, A) la solucion del problema:

{x' = f(t,z,\)

l’(t()) = X9.

Admitamos que para A = Ao, x(t, to, X0, Ag) presenta k ceros simples en el
intervalo (a,b). Pruébese que x(t, to, 2o, A) también exhibe k ceros simples
en dicho intervalo siempre que |A — X\g| < €.

En los problemas que siguen x = x(t, to, o, A) representa la solucion del
problemas:

{x’ = f(t,x,\)

x(to) = xo.

Calculense, justificando su existencia, todas las derivadas parciales de pri-
mer orden de x(t, t(), Zo, )\) en (t, t(], Zo, )\) = (t, t(), Zo, 0), siendo .’E(t, t(), Zo, /\)
la solucién general del problema:

2 = 2% 4+ Aa®
l’(to) = Xg.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

3.5.
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Los mismos calculos para:

—1)2
1,/:(x2) +)\et

l‘(to) = X,

en (t,to, o, A), zo =1, A = 0.

La misma cuestion para:

{x' =z(1—2)(z— )

.Z‘(to) = Zo,
en (t,to, o), o = Q.

Calcular las derivadas de primer orden de la solucién general z(t, to, zo, €)
del problema,

x = 2% +et?
z(to) = o,

ene=0.

La misma cuestiéon para la solucién general del problema:

{ = 2(u - )

x(to) = o,

en los puntos (¢,t,x0) = (t,to,0), (¢, t0,20) = (¢, to, p)-

Para f = f(t,x,)\) de clase C? en R x R x R hallense algunas de las
derivadas parciales de segundo orden de la solucion general x = x(t, o, o)
del problema de Cauchy 2’ = f(t,z, \), x(to) = xo.

(*) Sea f € C(Q), Q un abierto de R%. Demtiestrese que existe la
derivada 0x/0z de la soluciéon general x = x(t,tg,zo) del problema
de Cauchy =’ = f(t,z,)), z(tog) = mo, estableciendo asimismo que la

funcion z(t) = ——(t,to,x0) es la solucién de la ecuacién variacional

6$0
0
Z = —f(t,x(t,to, x0))z sometida a la condicién inicial z(tg) = 1.

ox

Soluciones

e Solucion al Ejercicio 1. La solucién del problema perturbado tiene dominio

de existencia [0,w,,) con
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mientras la solucién del problema limite estd definida en [0,1). Es inme-
diato comprobar que w, > 1 porque:

< d
/ =
0 S

e Solucion al Ejercicio 5. En el conjunto @ = [—3, 1%] x [0, 1] en punto inicial
es (zo,70) = (0, 15) v las dimensiones son h = 3, R = 1. Calculamos el
tiempo de seguridad:

R
h* = min{h, ~=
min{h, 10}

donde M es una cota de la funcién en Q. Tal cota es:

10
11 1
M=-—+{—) .
210 " (10)
1

)

Por tanto h* = 3 lo que prueba que 0 < y(z) < £ para |z| < 3.

Entonces:
>

Sk
DO =
l\D'\)—l

Aplicamos el Teorema 3.6 tomando f(,y) = zy. La constante de Lipschitz
en @ es L = 1. Asimismo

ex(x) = y(x)"
por lo que
Por tanto:

e Solucion al Ejercicio 6. Para a) si yo(t) es la solucion de (Pp) entonces
ly(t) — yo(t)] < eK3(e" —1).

En cuanto a b) si [0,w) es el intervalo maximal de existencia ha de ser
y(t) > 1. Inicialmente esto es cierto y si 1 es el primer ¢ tal que y(¢1) = 1
entonces y'(¢) = 0 para 0 < ¢ < t;. Eso es imposible. Asi y(¢) > 1. De ahi
y' v 4" son positivas para todo t. La desigualdad

y(t) > 1+ (1 +e)t
se sigue de la convexidad.
Esta claro que t +y > 0 luego i’ > ey?, de donde:

1
1—et’

y(t) >
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Por tanto w < 1.

Estudiamos ahora d). De y > 1 4 (1 + €)t se sigue que:

1
< —(y—1 2<A 2,
Y 1Jrg(y )+y+ey (e)y

Se sigue facilmente de aqui que:

luego w < A%E).

e Solucion al Ejercicio 7. Se sabe que:

t t

y(t) < alt) +/ a(s)b(s)ef:b ds < a(t) + a(t)/ d (—ef; b) ds.

(e [e%

De aqui: .
y(t) < a(t)ela () ds,
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3.6. Ejercicios suplementarios

Los ultimos cuatro ejercicios requieren la teoria de ecuaciones lineales. Se
resolveran mejor una vez se haya estudiado el préximo capitulo.

1. Sea z(t, o, zo, g, €) la solucién del problema:
2 +ex?+2=0
x(to) =z ' (to) = xy.

Héllense todas las derivadas parciales de primer orden de x(t, to, xo, 2, €)
para € = 0.

2. Se considera el problema:

" +ex' +senz =0 | |<7T
x —.
z(0) =xz¢ 2'(0) =z, 0 2

a) Pruébese que las soluciones estan definidas en todo R y que ademas satis-
facen la desigualdad:

1 1
ix’z +1—cosz < 55062 + 1 — cos zo,

parat > 0.

b) Utilicese la desigualdad para estimar el error cometido cuando la solucion
del problema se aproxima por la del problema,

2 +x=0
z(0) =z 2'(0) = g,
que como bien se sabe viene dada explicitamente por x(t) = zocost +

/
Tosent.

3. Sea A = A(t) una funcién matricial continua definida en R mientras = =
x(t,y) es la solucion de:

o

Si X(1) = 5

(t,y), pruebese que X satisface:
i) X(0) = I (la matriz identidad n x n).

il) X'(t) = A(t)X (t) para todo t € R.
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4. Se considera el problema de Cauchy:

= —I .131(0)

_~

X

xh = —xzo+x1 22(0)

Y1
Y2
rh = a3+ 21 r3(0) = ys.

Hallese la solucion x = z(t,y) y pruébese que si f(x) designa el segundo
x

dy

miembro de la ecuacion entonces X (t) = — (¢, y) es una funcién matricial

que satisface:
i) X{(t) = A(t)X1(¢) para todo t € R donde A(t) = f'(z(t,y)).
ii) X;(0) = I (la matriz identidad n x n).

5. Hallese la solucién x = x(t,y) del problema:

xh =21 21(0) =y
Th = 11 + 239 x2(0) = yo
xh =x1 + 3x2 — T3 x3(0) = y3
ay =1+ 220 + a3 — x4 14(0) = yy.

7]
evaluando asimismo la derivada parcial a—x(t7 Y).
Y1

6. Sea (z(t,z0,y0),y(t, xo,y0)) la solucion del problema:

¥=x—2% -2y z(0) =z
Y =—y+my y(0) = o-
13} s,
Hallense las derivadas x1(t) = 8—;0(7; 1,0), y1(t) = 8—510(75, 1,0).



Capitulo 4

Ecuaciones lineales

4.1. Teoria bascia

A lo largo de todo el capitulo se supondra que A = A(t) = (ai;(t))1<i j<n €8
una funcién matricial continua definida sobre un intervalo J = (o, §) de R y de
coeficientes reales. Asimismo b = b(t), b: (o, 8) — R™ se considera una funcion
vectorial continua con valores reales.

En el caso de ecuaciones escalares de orden n supondremos que los coeficien-
tes a1 (t),...,an(t) v b(t) son funciones reales continuas definidas en el intervalo
J = (o, B).

Todos los resultados que siguen son igualmente validos si las funciones A(t)
v b(t) toman valores complejos en el caso de la ecuacion vectorial, o si los coe-
ficientes ay(t),. . .,an(t) y b(t) son funciones complejas en el caso de la ecuacion
escalar. Para poner énfasis en este hecho se enuncia asi el siguiente resultado.

Teorema 4.1 (Existencia, unicidad y prolongacion). Sean A = A(t) € Myxn(C)
yb:J — C" continuas en el intervalo J de R. Entonces, para cada xo € C" y
cada tg € J, el problema de Cauchy

{ o = A(t)z + b(t)

I(to) = X0

admite una unicae solucion definida en todo el intervalo J.
Similarmente, si los coeficientes ai(t), ..., an(t) y el término b(t) son conti-
nuos en el intervalo J el problema de Cauchy:

2™ + al(t)x("*l) 4 an(t)L — b(t)
x(to) = zo1,..., 2" VD (tg) = zon,

admite una inica solucion x(t) definida en J para to € J y xo1,...,20n € C
arbitrarios.

115
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Observacion 4.1. La ecuacion escalar es equivalente a un sistema z’ = A(t)z +
b(t). En efecto una solucién z(t) de

x(n) + al(t)x("—l) 4+ .. an(t)x = b(t)

da lugar a la soluciéon (usamos notaciéon de vectores)

T=(x1,...,2n) = (x,2, ,L("*l))
del sistema, B
T = A(t)T + b(t)
donde
¥y =1
xh x3
zl, = —an(t)xy — - —a1(t)xy + b(t)
donde b(t) = (0,...,b(t)). Es decir:
0 1 . 0 0
0 0 o 0
At) = :

—an(t) —an—1(t) —ay(t) b(t)
Definicién 4.2. La ecuacion diferencial lineal ' = A(t)x + b(t) se dice homo-

génea si b(t) =0 (no homogéna si b # 0). Las mismas definiciones se aplican a
la ecuacion escalar.

La siguiente propiedad, consecuencia inmediata de la propiedad de unicidad,
es sin embargo fundamental en lo que sigue.

Proposicion 4.3. Si una solucion x(t) de la ecuacion homogénea x' = A(t)x
se anula en un punto t1 € J entonces x(t) = 0 para todo t € J.

Si x(t) es una solucion de la ecuacion escalar homogénea:
2™ 4 a;(H)2z"Y 4, (B =0

que se anula junto con todas sus derivadas hasta el orden n — 1 en un punto t;
de J entonces x(t) = 0 para todo t € J.

Sobre la estructura del conjunto de soluciones de una ecuacion lineal homo-
génea se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.4 (Principio de Superposicion). FEl conjunto S = {x = z(t) €
CHJ,R") : 2/ = A(t)x,t € J} de las soluciones de la ecuacion homogénea
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es un espacio vectorial de dimension n mientras el conjunto S, = {x = z(t) €
CHJ,R™) : 2’ = A(t)x + b(t),t € J} de soluciones de la ecuacién completa es
un espacio afin, es decir

Sy =S +y(t)

donde y(t) es cualquier solucidn prefijada de la ecuacion completa.
Asimismo, el conjunto:

E={z=z@t)e C"(J,R): L(u) =0, t € J},

donde
L(x)=2™ 4 a; ()2 + - a, (8,

es un espacio vectorial de dimension n mientras el conjunto &, de todas las
soluciones de la ecuacion completa L(x) = b se obtiene como:

gb =& + g(t)7
donde £(t) es cualquier solucidn prefijada de la ecuacion completa.

Observaciones 4.2.

a) En el teorema se dice que si se conoce una soluciéon particular y(¢) de la
ecuacion completa, entonces todas las soluciones z(¢) de la ecuacion completa
se escriben como:

z(t) = 2(t) +y(t),
donde z(t) es solucion de la ecuacion homogénea.

b) La misma afirmacion para la ecuacion escalar.

Demostracion del Teorema 4.4. Tomamos una base vy,...,v, de R” y ty € J.
Definimos ¢;(t) la solucion de

{aﬁ’ = A(t)x

x(to) = v;.

La familia B = {©1,..., o, } es una base de S. Si z(t) es una solucién, tomamos
xo = z(tg) y lo representamos:

n
To = E CiVi,
i=1

entonces:

2(t) =Y cipi(t) = c1o1(t) + -+ + capnl(t).
=1

Luego B es un sistema generador. También es libre pues si existen coeficientes

c; tales que:
n
> cipi(t) =0
i=1

para todo t € J, al tomar ¢t =ty resultac; =--- =¢, = 0. O



118 CAPITULO 4. ECUACIONES LINEALES

Definicién 4.5. 5i S = {p1(t),...,on(t)} es una base del espacio de soluciones
de ' = A(t)x entonces se dice que S constituye un sistema fundamental de
soluciones de ©' = A(t)x. El sistema fundamental se denomina normalizado

en to si pi(to) = e; = (0,.0.,1,...,0). En el caso escalar se aplican las mismas
definiciones. Si {x1,...,x,} es un sisterna normalizado habrdn de ser IEJ) (to) =
5i,1’j,0§i§n, ].SJS’I?,—].

Corolario 4.6. La ecuacion ' = A(t)x admite, para cada tg € J, un sistema
fundamental de soluciones normalizado en to. La misma afirmacion es vdlida
para la ecuacion L(xz) = 0.

Corolario 4.7. Sea S = {1(t),...,on(t)} un sistema fundamental de solu-
ciones de ' = A(t)xz. Entonces, para cada tyg € R, o € R" existen n nimeros
reales unicos (solo dependen de to y de xo) c1,...,c, € R tales que, la solucion
del problema

se escribe en la forma
2(t) = c1p1(t) + -+ + caplD). (1.1)
Si S estd normalizado en tg entonces
z(t) = zo1p1(t) + -+ + Tonn(t),

donde xo = (zo1,- -+, Ton)-
Si, a su vez, {x1,...,x,} es un sistema fundamental de la ecuacion escalar
L(z) =0 la solucion del problema:

se puede escribir como la combinacion lineal:
T=c1T1+ -+ cpTn (4.2)
para constantes unicas c;. Si el sistema estd normalizado ¢; = xg;.

Observacion 4.3. Las expresiones (4.1) y (4.2) se conocen como la solucion
general de la ecuaciéon vectorial y la ecuaciéon escalar, respectivamente.

La siguientes propiedades estan implicitas en la prueba del Teorema 4.4.

Proposicion 4.8. Sean 11, ..., 0, soluciones de la ecuacion v’ = A(t)x. Las
siguientes propiedades son equivalentes:

a) {1,...,0,} linealmente independiente de funciones en C1(J,C"), es decir
define un sistema fundamental de soluciones.
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b) Para cada t € J, {11(t),...,¥n(t)} es linealmente independiente en C", es
decir,

det col [th1(t), ..., ¥n(t)] #0
para cada t € J.

¢) Existe tg € J tal que {¢1(to), ..., ¥n(to)} es linealmente independiente en C",
es decir, existe tg € J tal que

det col [11(to), - .., ¥n(to)] # 0.

Los tltimos resultados se pueden reescribir para ecuaciones escalares en la
forma siguiente. Si {z1(t),...,2z,(t)} son n soluciones de la ecuaciéon de orden
n:

2™+ a0z 4 a, () =0,

se define el determinante Wronskiano de las n soluciones como:

x1(t) e Zn(t)
W(z1,...,zn)(t) = : : , ted
CERONERE ()
Proposicién 4.9. Sea {x1,...,2,} una familia de n soluciones de la ecuacion

2+ a(0)a" " 4 ag (e = 0.

Entonces las siguientes propiedades son equivalentes.

a) Existe tg € J tal que W(x1,...,x,)(to) # 0.

b) {z1,...,x,} define un sistema fundamental de soluciones.
¢) Para cada t € J se cumple W(x1,...,2,)(t) #0.

4.2. La ecuaciéon de orden n

4.2.1. Sistemas fundamentales
Se considera la ecuacién diferencial de coeficientes constantes a; € C:
LB G T | ) (4.3)
Su polinomio caracteristico se define como:
qN) = A"+ a N a, = (A=) (A=A,

que tiene p raices Aq,..., A, de multiplicidades mq,...,m,, siendo éstas reales
o complejas y mq +--- +my = n.

Proposicion 4.10. La familia de funciones:
At mi—1_MAit Apt mp—1_Apt
Sy ={eMt, M TreM et T T e

Xi # A para i # j constituye un sistema fundamental de soluciones de (4.3).
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Demostracion. Se tiene:
L(eM) = q(Ne,

mientras que derivando k veces con respecto a A:
Lk
L(tke)\t) — Z <l> /\k—lq(l)()\)eAt.
1=0

Es evidente pues que las t*e?it, k < m; — 1, son soluciones. Son también lineal-
mente independientes. En efecto tenemos en primer lugar el siguiente lema:

Lema 4.11. Sean q(t) y p(t) polinomios complejos ent, A€ C, A #0. Si
eMq(t) = p(t)
para todo t entonces p(t) y q(t) son idénticamente nulos.

Asumiendo el lema procedemos por induccién sobre el namero de raices,
para una exponencial:

p(t) + q(t)eMt =0 vt e R,

con p y ¢ polinomios, A\; # 0, implica que los coeficientes de p y ¢ son cero. Si
de
qo(t) + ql(t)eht + .+ qm(t)e)""t =0

para todo t € R resulta que los polinomios g; son cero, para m + 1 términos, de:
Q) + @ (t)eM’ + - + gy (e =0

se sigue
q1 (t)e)\lt + -+ Q7n,+1(t)6/\m+1t = 7(]0(t).

Derivando ambos miembros tantas veces como el orden de go mas uno (v.g. {):
i ()Mt + -+ gy (e =0,
donde:
GO =Na@®)+-+q (1) GOSN = (@0)eM)?.

Como los exponentes son distintos dos a dos:

() + a3 (DN gl (e A <,
Luego todos los ¢ son cero por la hipétesis de induccién. De ahi:

(@)Y =0,

asi:
()" = p(t)

para cierto polinomio p. Por el lema ¢; = 0.



4.2. LA ECUACION DE ORDEN N 121

Demostracion del lema. Razonamos por induccién sobre el grado de p. Si es
cero

eMq(t) = ¢

con c¢ constante. Como ¢(t) = ce ™ y A # 0 se deduce derivando que ¢ = 0
luego ¢ = 0. Si la propiedad es cierta para grado m y partimos de la igualdad
con p de grado m + 1, al derivar obtenemos

Mg () + Aq(t) = P/ (t).
Por la hipétesis de induccién p es constante, volvemos a eMg(t) =cy ¢=0. O

Si los coeficientes a; de la ecuacion (4.3) son todos reales y A = o+ i es
una raiz compleja de ¢()\) con multiplicidad m se sabe que el valor conjugado \
es también una raiz compleja de la misma multiplicidad. El sistema S; incluye
en este caso funciones complejas. Sin embargo éstas van acompanadas de las
correspondientes funciones conjugadas.

Para obtener un sistema fundamental real S a partir de S se substituye en

éste cada grupo complejo {eM, ... tm7 e A M~ 1eMY por el siguiente
grupo real:
at . m—1_at . at m—1_at
{e* cos ft, ..., t" " e cos ft, e sen ft, ..., t" " e sen Ot}.

Calculando la matriz que expresa las coordenadas de los vectores de S7 en
términos de las de los vectores de S; se comprueba que aquélla es invertible.
Por tanto S7 es realmente un sistema fundamental.

Para un visién alternativa véase también el Ejercicio 4.

4.2.2. Ejercicios

1. Para A1 ..., A, € C, \; # \j si ¢ # j se consideran las funciones:
o1(t) = M, pn(t) = et
Calctilese el el Wronskiano W (g1, ..., ¢,). Busquese una ecuacion lineal

L(x) = 0 de la que constituyan un sistema fundamental de soluciones.

2. Calculese un sistema fundamental de soluciones para las ecuaciones:

'+ 2 —6x=0 2™ + 52" — 362 =0
2" 422" —bx' —6x =0 '’ — 22 +5x =0
2 — 2" — 9" — 112’ — 4a =0 2"+ 4 =0

2D 4+ 920v) 4 245" + 162 = 0 (D? — 2D +5)%z = 0.

3. Las ecuaciones de la forma:

() + alt(”—l)x("—l) +--Fagr =0,
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se llaman ecuaciones de Euler. Se reducen a coeficientes constantes me-
diante el cambio de variable:
t=ce".

De acuerdo con esta estrategia hallese en los siguientes casos un sistema
fundamental de soluciones de las ecuaciones correspondientes.

2" — 3ta’ + 42 =0 (t+1)%2" + (t+ 1)’ —z =0

22" — 2z’ + 22 =0 (2t +1)22" —2(2t +1)2’ — 122 =0
32" +tz! —x = 0.

Sea V C CY un subespacio complejo de dimensiéon 2n con una base de la
forma
B = {Ul,...,un7ﬂ1,... ,ﬂn}.

Escribiendo uy = vy + iwy, con los v, wi € RN, pruébese que
{vi,wy,...,vp, Wy}
también es una base de V.

Se representa x € V en la forma:

n n
xr = chuk + deﬂk
i=1 i=1
Pruébese que x € V' N RY si y s6lo si

dk:Ck

para k =1,...,n. En ese caso:

n n n
x = Z R(crur) = Zxkvk + Zyk:wkw
i=1 i=1 i=1

donde xk, yr € R.

Usando las ideas de a), b) pruébse que si un subespacio complejo V C CV
tiene una base B = {¢;} invariante por conjugacion, es decir:

e;€B & ¢ b,

entonces V admite una base B = {€;} formada por vectores reales (é; €
RM).

[Sistemas de coeficientes constantes.] Sea A matriz compleja n X n que
posee n autovalores distintos Aq,..., A\, € C.
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a)

Dar una condicién necesaria y suficiente para que:
z(t) = eMw AreC, weC"

sea solucion de la ecuacion (sistema):

' = Ax.
Hallar un sistema fundamental de soluciones {¢1,...,¢,} de la ecuacién:
= Az

Hallar la solucién general de la ecuaciéon ' = Az y resolver el problema
de valor inicial 2(0) = (3,0) para

0 3
()
Hallar la solucién general de la ecuacion &’ = Az y resolver el problema
de valor inicial 2(0) = (0, —b, —b) para

2 0 0
A=10 -1 0
0 2 =3

Hallar la solucién general de la ecuacion &’ = Ax y resolver el problema
de valor inicial 2(0) = (1,1) para

A_G _11)

4.2.3. Algunas soluciones

Soluciones del Ejercicio 2. Proporcionamos solamente las raices del polinomio
caracteristico.

1.
2.

L

' +a —6x=0,q\)=(A—-2)(A+3).

& 4 5" — 362 =0, g(A) = (A — 2)(A + 2)(A% + 9).

"+ 22" — 52" — 62 =0, g\) = (A= 2)(A+1)(A+3).

2 =22 +5x =0, A\=1%2i.

() — g — 92" — 112’ — 4z =0, g(A) = (A — 4)(A + 1)3.
shr s

" +4x =0, A= Vdeile s k=0,1,2,e6' = +z§

2 £ 920 4 245" 4162 = 0, g(A\) = (A2 + 1)(\2 +4)2.
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8. (D? — 2D +5)%z =0, A = 1 £ 2i dobles (ver més arriba).

Soluciones del Ejercicio 3. Representando "= d% se tiene:

te' = %, 22 =i — i, 3" = o 3i + 2.
dr3
Efectuando los cambios correspondientes se tienen los siguientes resultados.
1. 22" —3ta' +4x =0, & — 4i + 42 = 0, ¢(\) = (A — 2)2.
2. 20" — 2ta' + 220 =0, & — 3@+ 22 =0, g\) = (A —1)(A —2).
3. %2 +ta) —x =0, 9% —3i 4+ 3k — 2 =0, g(\) = (A - 1)°.

4. (t+1)%2" + (t+1)2’ —z = 0. Hacemos £ = t+1 = e”. Se obtiene & —x = 0.

5. (2t +1)%2"” — 2(2t + 1)a’ — 122 = 0. Hacemos £ = 2t + 1 = 7. Se obtiene
T —2¢—3x=0.

Por ejemplo, en el caso 1) la solucién final es:
z = c1€%” + c1e®™ = 1t + cot? log t.
4.2.4. Foérmula de variacién de las constantes
Sea {¢1,...,@n} un sistema fundamental de soluciones de la ecuacion:
™ 4+ a; ()z"Y 4+ 4 a, () =0,
Se considera la funcién z(t) definida por
zp(t) = c1(t)r(t) + - + en(t)on(t),

donde las ¢;(t) satisfacen el sistema:

o1 e en \ (/4 0
O oA 0
SDgn—l) o (pgln—l) C;L f(t)

Para f € C((a,b),C) la funcién x,(t) define una solucién de la ecuacién no
homogénea:

2 4 ay (20D 4+ an(t)e = £(0). (4.4
Las funciones ¢;(t) se pueden elegir de forma que ¢;(to) = 0 con lo que 2 (ty) =
0 para¢=0,...,n — 1. Con mayor precisiéon:
t
Wi(s)
ci(t) = s) ds,
0= [ o

donde W;(s) es el menor complementario del elemento n — i en el Wronskiano
w.
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Teorema 4.12 (Férmula de variacion de las constante). Bajo las condiciones
precedentes la solucion general de la ecuacion (4.4) es

2(t) = c1p1(t) + - + cnpn(t) + 2 (1),

con .
5= [ F(s)ei(t) ds.
? to ; W (s)
St @1,...,0n es un sistema fundamental normalizado en t = tg la solucion de

(4.4) junto con las condiciones iniciales.
x(to) = wo1, ..., ="V (to) = zon,
es:
z(t) = zo1p1(t) + -+ + Tonipn (t) + 2, (0),
4.2.5. Ejercicios

1. Usar el método de variacién de las constantes para calcular una solucién
de las siguientes ecuaciones:

2" + 32" —dx =te 2 + (a+b)x' + abx = f(t)
z" +4x = 2 cost cos 3t y"'—y ==z

y" — 8y =e'® y(™) + 16y = cosx

y(iv) _ 42//” + 6y// _ 43// +y=e" y(iv) —y =cosx

y// _ 213/ —y= eia: — Qe T,

4.2.6. Meétodo de coeficientes indeterminados

Se consideran los operadores diferenciales lineales de coeficientes constantes:

n m
L=> aD" Li=)» bD"
k=0 1=0
El objetivo de la seccién es hallar una solucion particular de la ecuacion:

Lz = f(t), (4.5)

cuando se admite que la funcién f cumple:

ﬁ1(f) = 0.

En la practica, para una f dada serad necesario encontrar un tal operador £
(determinando sus coeficientes). Por otro lado los candidatos a f se limitan
necesariamente a productos de polinomios por exponenciales e y funciones
sen(bt), cos(bt).

En primer lugar se tiene que si z satisface (4.5) y L2 = £; o L entonces:

,CQQ? =0.
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Asimismo, es facil comprobar que el polinomio caracteristico de L es el producto
de los correspondientes polinomios de £ (¢) v £1 (¢1). El métdo de coeficien-
tes indeterminados consiste en hallar una solucion de (4.5) buscando entre las
soluciones de Lox = 0.

Un primer caso:

L(z) =t"e™ g(a) #0.
Se toma q1(A\) = (A — @)™ y la solucién particular se busca en la forma:
z,(t) = r(t)e r(t) =co+ -+ emt™.
Anélogamente, si ¢(« + i) # 0 para
L(z) =t"e* cos ft 6 L(z) =t"e* sen ft,
se busca la solucién particular en la forma:
z,(t) = r1(t)e® cos Bt + ra(t)e™ cos Bt,

con ri(t) y r2(t) polinomios de la forma r(t) = co + - - - + ¢ t™.
La situacién se complica cuando

L(z) =t"e™

y A = « es raiz de orden k de g(\). Al tomar ¢;(\) = (A — a)™ ! resulta que
A = a es raiz de orden m + k + 1 de ¢2(A\). En este caso la soluciéon particular
debe buscarse en la forma:

z,(t) = thr(t)e™, r(t) =co+ -+ emt™,
mientras que si buscamos una solucién particular de:
L(z)=t"ecosft 6  L(z)=1"esenpt,

¥y A= a=£if es raiz de orden k de ¢()\) las correspondientes soluciones particu-
lares se buscan en la forma:

z,(t) =ty (£)e™ cos Bt + tFry(t)e™ cos Bt,
con ri(t) y r2(t) polinomios de la forma r(t) = co + - - - + ¢ t™.

4.2.7. Ejercicios

1. Hallar una solucién particular de las ecuaciones siguientes:

y" + 4y = cosx y" —1y —2y =24 cosx
y" + 4y = sen 2x y" + 9y = 223

y" — 4y = 3e%* 4 4™ Yy’ +y = xe® cos2x

y" + iy’ + 2y = 2cosh 2z + e~ 2% y" =2 +e Tsenzx.

y/// + 3y// + 3y/ + y = x2e—ac
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2.

3.

a)
b)

c)

Se considera el operador:
Ly =vy" + a1y + azy a; € R.

Sea w tal que p(+iw) # 0 con p el polinomio caracteristico de L.

Demuéstrese que para A € R, L(y) = Ae™? admite una solucién de la
forma: a ‘
(;5(1) _ : ez(wtfa)
|p(iw)] ’

donde p(iw) = |p(iw)| exp(ic).

Sea ¢ = ¢(t) una solucién de L(y) = Ae™! mientras ¢; = R, ¢ = I¢h.
Pruébese que L(¢1) = Acoswt, L(p2) = Asenwt.

Sean L, R, C, E, w constantes positivas. Se considera el operador

1
L(y) =Ly" + Ry + ol

en el que se supone p(+wi) # 0. Pruébese que la ecuacion
L(y) = E coswt,

admite una solucién de la forma ¢(t) = B cos(wt — «).

Supéngase que R?C < 2L. Hallese el valor de w para el que B es maxi-
mo en c). En estas condiciones, ;Cudl es el comportamiento de todas las
soluciones de la ecuacién cuando t — oo?

(Resonancia). Se considera la ecuacion

y" +w?y = Acoswt A>0,w>0.

Calculense sus soluciones en t > 0.
Estudiese el comportamiento de las soluciones cuando t — +oc.

Dibujese la gréfica de la solucion ¢(x) correspondiente a ¢(0) = 0, ¢'(0) =
1.

4.2.8. Algunas soluciones

Soluciones del Ejercicio 1.

1.
2.

3.

_ _ 1 .
y" 4+ 4y = cosx, y = 3 cos .

y" 44y = sen2zx, y = — cos 2x.

y// _4y — 36230 +4€—m’ Y= %xezr _ ge T
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4. y" +iy +2y =2cosh2x+e 2 q(\) = (A—i)(A\+2i),y = 2—10(3—1‘)625” +
(B4 i)e 2
10 ‘

_ —z o _ 1.5, —x
5. 4" +3y" + 3y +y = x2e ’q()\)_()\—f—l)s’y_mx e .

6. v'—y' —2y = a2 +cosx, g(\) = (A1) (A\=2),y = %—%—%2——“1%1 —35555.

7 _ 2.3z _ 1.2 _ 1 1 3z

Ty 9y =2ty = {507 — e

8.y +y = we®cos2z, y = —5-esen2x + twe”sen2z + ile” cos2w +
%xe‘” cos 2z.

e~ T

9. ¥y =1+ e "senw, y = L5 + S (senz — cosx).

En el caso 5) se tiene:
5 At Y 5y yvat (2 ) A (D) (3) v g2 0
Lt eM) = 0)4 (Ne + 1 )4 (Nte™ + 5 )1 Ntee 4 -

Haciendo A = —1:
L(tPe™") = 60t%e".

En el caso 9) para resolver:

" = e Tsenuw,
llamamos A = —1 + i y observamos que:

e)‘m 1

(3(5)) —se

Se tiene

A =2(1 + 1),
luego

6)\1’ 6)\:1: e %

1
¥ 214 1 (1 —4)(cosx +isenx)

—X

e .
= T(cosxsenx +i(senx — cosx)).

Por tanto:

Az —x
R (e) = e—(sen:v —cos ).

Una solucién de y"”" = 2% es y = §5.
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4.3. Sistemas

4.3.1. Representacidon matricial de soluciones

Definicién 4.13. Dado un sistema de n vectores de R | {v1,...,v,}, denota-
remos por
col [v1,...,v,)

a la matriz n X n cuya columna i-ésima es la matriz columna de coordenadas de
v, 1 <1< n.

Observacion 4.4. Una propiedad que resulta util. Si A € M,,«,(C) entonces:
A col [v1,...,v,] = col [Avy,. .., Avy]

A lo largo de la seccién se mantienen las hipotesis de existencia y unicidad.
A saber, t — A(t), t — b(t) son funciones continuas con valores en M,,»,,(C) y
C™, respectivamente, donde t € J = (a, ).

Definicién 4.14. Sea {¢1(t),...,pn(t)} un sistema fundamental de soluciones
de ' = A(t)x. La matriz:

O(t) = col [p1(t), ..., pn(t)],

se denomina una matriz fundamental de la ecuacion. Paraty € («, 8) se dice que
la matriz fundamental ©(t) estd normalizada en to st ®(to) = I (la identidad).

Propiedad 4.15. Sea @ : (o, ) = M,xn(C) una funcion matricial de clase
C'. Entonces son equivalentes:

i) ®(t) es una matriz fundamental.
it) ®(t) satisface la ecuacion matricial:
D' (t) = A(t)D(¢).
y ©(t) es invertible para cada t.
iti) ®(t) satisface la ecuacion matricial:
' (t) = A(t)D(¢).
y eziste to € (o, B) tal que D(tg) es invertible.

Demostracién. Se comprueba inmediatamente que el que las columnas de la
matriz ®(t) sean soluciones equivale a que ®(t) sea solucion de la ecuacion
matricial. La propiedad es consecuencia de este hecho. [

Observacion 4.5. Si x(t) es una solucion de la ecuacion
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y ®(t) es una matriz fundamental entonces existe ¢ € C™:
z(t) = ®(¢)c
con ¢ = (c1,...,¢,)t, es decir la matriz columna:

C1

Cn
Propiedad 4.16. Sean @, : (o, 8) = My xn(C) funciones matriciales de clase
CclL.
i) Si ®(t) es una matriz fundamental y C € My, (C) es una matriz invertible
entonces U(t) = ®(t)C es también una matriz fundamental.
it) Si U(t) y ©(t) son matrices fundamentales entonces existe C € M, (C),
matriz invertible, tal que U (t) = ®(t)C para todo t.

Demostracion. Para i) es claro que ¥(¢) es invertible mientras que:
V() = (t)C = A(t)®(t)C = A(t)V(t).

En el caso de ii) denotamos 1;(t) la i—ésima columna de ¥(t) y como ®(t) es una
matriz fundamental, existe un vector columna ¢* (ver la Observacion previa) tal
que:

() = d(t)c.

Formando la matriz C' = col [c!,..., "] resulta inmediato que:
U(t) = d(t)C,
para todo t. O

Observaciones 4.6.

a) De la propiedad se deduce que toda ecuacion lineal admite infinitas matrices
fundamentales. Por otra parte que esto cierto ya es consecuencia de que la
ecuaciéon admite infinitos sistemas fundamentales de soluciones.

b) De la propiedad se deduce que si ®(¢) es una matriz fundamental entonces
®(t)®(tp) ! es una matriz fundamental normalizada en to.

Teorema 4.17. Sean A = A(t) una funcién matricial continua definida en un
intervalo J = (o, 8) de R, b: J — C" una funcion continua y ®(t) una matriz
fundamental de la ecuacion ' = A(t)x. Entonces, la solucion general x(t, to, xo)
del problema

se puede escribir en la forma

l‘(t,to,.]?o) = ‘I)(t)q)(to)_lwo, teJ
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Andlogamente, la solucion del problema
' = A(t)x + b(t)
l‘(to) = X0
admite la representacion (formula de variacion de las constantes):
t
x(t, tg, m0) = ()P (to) a0 +/ O(t)D(s) " b(s) ds telJ
to
Teorema 4.18 (Identidad de Jacobi). Sea ®(t) cualquier funcion matricial que
cumple la ecuacion:
Entonces su determinante:
z(t) = det ®(t)
satisface la ecuacion diferencial
2" = (traza A(t))=.

En otras palabras,

det, B(t) = det B(ty) exp ( / ' traza A(s) ds) .

to

Demostracion. Como:

si
©1i(t)

oni(t)

denota la i—ésima columna de ®(t) entonces:
©ij = QikPhy

donde se suma en el indice repetido.

Asi:
Pl Pla e P P11 P12 .. Pin
, (P21 P22 ... Po2n P21 P22 ... Pon
(det ©(2))" = | . . e I . .

Pn1 $n2 .- Pnn On1 Pnz -0 Pnn
a1kPk1  G1kPE2 .- A1kPkn ®11 ©12 cee P1in
P21 P22 e Pan P21 P22 e Pan

= . . . . + -+ . . .

©nl Pn2 e Pnn Apk¥Pr1  AnkPEk2 -+  AnkPkn
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Y11 P12 ... Pin Y11 P12 .- Pin

P21 P22 ... P2n ©21 P22 ... Pan
= all : : . . + -+ ann . .

Pn1 Pn2 -+ Pnn Pn1 Pn2 -+ Pnn

= traza A(t) det ®(t).
0

Observacion 4.7. Es consecuencia de la propiedad que si {z1(t),...,2,(t)} es
una familia de n soluciones de la ecuacion:

2™ 4 a;()z"Y 4 a, )z =0
entonces el Wronskiano W (t) = W(xy,...,x,)(t) satisface la ecuacion lineal,
W'(t) = —a1 ()W (t).

Esta propiedad se sigue del teorema anterior cuando interpretamos la ecuacién
de orden n como un sistema.

Observacion 4.8. En ecuaciones como 2’/ +x =0, 2" —2=0,2" —t>z =00
mas generalmente

" +a(t)z =0,

se sigue que el Wronskiano W (¢t) de dos soluciones es siempre constante.

4.3.2. Eliminacién

Antes de abordar el estudio del caso general presentamos algunas ideas senci-
llas sobre eliminacién que permiten integrar sistemas de ecuaciones diferenciales
de coeficientes constantes.

La idea consiste en reducir el sistema a una ecuacién escalar. En el caso
de dos ecuaciones, por ejemplo, se despeja una funcién incégnita en una de las
ecuaciones y se substituye en la otra.

Ejemplo 4.9. FEl sistema:

' =3r—4y 4y = —2' + 3z
y = 4dx — Ty. y =4dx — Ty.

La dltima ecuacién es:
4y +28y =16 & (=2’ +3z) +7(—2" + 3z) = 162.

La solucion de ésta es x = c1e’ 4 coe™®" de donde y = e’ + 2cpe™".
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Ejemplo 4.10. Mas generalmente, el sistema
' =ax + by + f(t)
Yy =cx+dy+ g(t)
se expresa, supuesto que b # 0, en la forma
y=0b""(L1(z) — f(1)) N y=0b""(Ly(z) + f(1))
—cx + La(y) = g(0), b1 L4(L(2)) — ca = g(t) + b1 La(f).
donde L4 (z) =2’ — az, La(y) =y — dy.
La misma estrategia se usa en sistemas de tres ecuaciones:

Ejemplo 4.11.
=4 +y+=z
Y =243y +=z
2 =2x—y+52.

En la segunda despejamos z:
z=L(y) -2z,  Ly) =y —3y.
Yendo a la primera:
¥ —dx—y—(L(y) —2x)=0 & ¥ =2z —(y —2y)=0.
Usando la tercera ecuacion:
(L(y)—2z)' —5(L(y)—2x)—22+y=0 <& —2(z' —4x)+y" -8y’ +16y = 0.
El sistema resultado de la eliminacién tiene entonces la forma:

=2z —(y —2y)=0 Ly(z) + L2(y) =0
—2(z' —4dz)+y" — 8y + 16y =0 Ls(x) + La(y) =0,

donde: Li(x) = o’ — 2z, Lo(y) = —(v' — 2y), L3(x) = —2(z' — 4x), L4(y) =
y" — 8y’ + 16y. Mas abajo indicamos como eliminar x.

Esta filosofia permite dar tratamiento directo a un buen nimero de proble-
mas.
Ejercicios

1. Usar el método de eliminacién para hallar la solucién general de los si-
guientes sistemas:

' =3z — 4y ' =ay
1) Ca 2) , B a >0,
y =4dr — Ty, Yy =(4a+lz—y,
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dx

I — =5r+ 2y + 5t
3) {x/ T—y 3) %
y =y — 4z, =3+ 4y + 17
2. Resolver usando eliminacién los sistemas:
r=3z+y—=z2 =y+z
1) y=x+2y—2z 2) y=x+z
Z' =3z +3y— z, Z=x+y.
o =x+z+¢€ o =3x—z+¢€
3) QY =2 4) (Y =4y+=z
Z=x+z, 7= =2y + 2z,

2 =x—2y— 22+ 2!
5) y' = =22 +y+ 2z + 4et
2 =2x 42y + 2 — 2.

Algunas soluciones

Solucién 2
Para 1) se despeja z en la primera ecuacion y se sustituye en las otras dos

para llegar a:

—2x—y +y=0
(' —2x) —y' +2y =0.

De aqui:
W-y'=y-2¢ & Y -2/+2y=0,
luego
y = creM’ + cpet A =1414, A=Ay,
con lo que

Y —y=c1(\ — 1)eM + ca(Ag — 1)e?h.
Para calcular = se resuelve:

' — 2z = c (A — 1)eMt 4 cp( Ny — 1)e?,
para dar:

A—1 5 , Ay —1 34 2
)\1_26 +02/\2_26 + cze”.

Finalmente, z sale de la relacién:

z=y— (2 — 3x).
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Para 2) se sugiere buscan ecuaciones en x — z e y — z. Asi:

de donde:
J;—y:cleft m—z:cyft,

que combinado con el sistema original nos lleva a resolver:

' =2x— (c; +ca)et

cuya solucién es:

1
T = g(cl +er)e 4 cse?t.

Caso general

El modelo general es:

{El(x) + Lo(y) = f(t) (4.6)

Ls(x) + La(y) = g(1),

donde los £; son operadores diferenciales con coeficientes constantes. En los
ejemplos 4.9 y 4.10 los £ son de primer orden como mucho. Concretamente en
410, L1(x) = 2’ — az, Lao(y) = —by, L3(z) = —cx vy L4(y) = ' — dy. En el
Ejemplo 4.11, los operadores son de primer y segundo orden.

En el sistema (4.6) procedemos a eliminar z como sigue:

Ly(x) + Lao(y) = f(2) N Li(x) + Lo(y) = f
Ls(z) + La(y) = g(1), Ly 0 Ly(y) — L3 o La(y) = L1(g) — L3(f)-

De forma exquematica,

Li(x) + Lay) = f
510(11)—,630(]):0

donde (I) y (IT) representan las ecuaciones del sistema original (4.6) con los
términos f, g en el primer miembro.

En el sistema integramos la segunda ecuaciéon para obtener y(t) = y(t,C) +
(t) y el resultado se lleva a la primera resolviendo en z: z(t) = x (¢, C, C")+p(t).
En la expresion de y(t), C representa las r constantes de la soluciéon homogénea,
r dado por el grado del operador £1 o L4 — L3 o L5. El término C' representa
las my constantes de la soluciéon homogénea correspondiente a L.

Sin embargo z(t) e y(t) no proporcionan en principio la solucién del sistema
original sino que:

{c1<x> +La(y) = (4.7)

Lyo(Ls(x) + La(y) —g) =0.
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Para garantizar que z(f) e y(t) resuelven el sistema original se sustituyen las
expresiones de z(t) e y(t) calculadas en la segunda ecuacion de (4.7) y se imponen
las relaciones:

(L3(z) + La(y) =)y =0 0<j<my—1,

donde mj es el orden de £1. Esto permite por un lado suprimir £; en el pri-
mer miembro de de la segunda ecuacion de (4.7). Por otra parte las relaciones
anteriores conforman un sistema de mj ecuaciones con mj + s incognitas, las
C y C'. Estas relaciones permiten, en general, la eliminaciéon de las constantes
superfluas que se introdujeron al aplicar los operadores L3 y £1 a las ecuaciones
de (4.6).

Debe sin embargo advertirse que el formato del sistema (4.6) no concuerda
con el de la teoria general de existencia y unicidad del Capitulo IT pues no estan
despejadas las derivadas de orden méaximo de x e y. En particular, el sistema
puede ser incompatible si el operador £ o L4 — L3 0 Lo es idénticamente cero.

Ejemplo 4.12. El sistema:

' =3x—4y+t ' —3x+4y=t
y =dr —Ty+et —dx+y +T7y=e"".

Ahora £1 = D — 3, L5 =4 y tras eliminar = obtenemos:

{x’ -3z +4y=t
(D —=3)(D+T)y+ 16y = 4t — 4e~".
La segunda ecuacion es:
Y +4y — 5y =4t —4e?
y su solucién general es:
y=crel 4+ coe % — % — % + %e‘t =cret 4 coe P 4 g(t).

Yendo a la primera ecuacion sustituyendo y(t) e integrando obtenemos:

r =2ce’ + %26_5t + ez 4 f(t),

con 64 to7 1
-

)=+ — — —(t+ ).

f() =t 5 —5t+3)

Sustituyendo z e y en la segunda ecuacién del sistema:

—dx 4y +Ty=e€""

y haciendo ¢ = 0 obtenemos el valor de cjs:

_4f(0)+1-(4'(0) = 79(0)
i :

C3 —
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Ejemplo 4.13. El sistema resultante del Ejemplo 4.11 es:

—2x—(y —2y)=0 Li(z) + L2(y)
(s’ — dz) + " — 8y + 16y =0 La(x) + La(y)

0
0

La eliminacién da:
(L1Ly — L2L3)(y) = (D — 2)(D* — 10D + 24)(y).

La solucién de:
(D —2)(D? — 10D + 24)(y) = 0

es:
y = Cre* + Cae™ + C3e°.
De ahi:
Li(z) = 205e* + 4C5e8,
de donde:

x = Coett + C3e® + Cye?t.

Hay que eliminar una de las constantes. Por tanto, como £, tiene orden uno,
sustituimos los valores de x e y en la segunda ecuaciéon y hacemos t = 0, obte-

niendo:
_(03 - C4> +Cy+C5=0,

luego Cy = —C'5. Finalmente:

z = C1e? — Cye™ + Cyebt.

Ejercicios

1. Usar el método de eliminacién para hallar la solucién general de los si-
guientes sistemas:

3 2ty —r+y=1 2) 4y —x=5
I/+y/7x:t2, I,er/er:]-,

3) ¥D+Md—@+nw=é
(D = 1)la] + (2D + 1)ly] = 5.

2 a4y +22=0 5) D?[z] + D[y = 2
' +vy —x—1y=-sent, 4x + D[y] = 6,

6) o +y =t 7 y'+ 2 +x =sent
—r+y =1, Yy —y+a=0,
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4.3.3. Exponencial de un operador lineal

Si (X,]-|) un espacio de Banach, £(X) designa el espacio de las aplicaciones
lineales y continuas T : X — X. Se sabe (Capitulo IT) que £(X) es un espacio
de Banach con la norma:

T(x)]
T\ = ceX.x
|| || SupJEX,L#O |IL|
Es consecuencia de la definicion de || - || (Capitulo II) que:
T ()] < ||IT||]]

para todo z € X. Por otro lado si T}, T» € L(X) entonces:
T Tl < Tl IT2]]-

El paralelismo entre matrices y aplicaciones lineales en C™ habilita un camino
natural para dotar al espacio de las matrices M, x,(C) de una norma asociada
a cualquier norma | - | de C™. A saber:

|A]| = inf{K > 0:|Az| < K|z| paratodo z € R"}. (4.8)
Dicha norma satisface por tanto las propiedades:
1) Para A, B € M,,»,»(C) se tiene

IAB[ < [[A]l [|B],

2) |Az| < [|A]l |2|.

Sin embargo M,,x,(C) es también isomorfo al espacio C"*. Por tanto se
puede dotar a las matrices de una multitud de normas (todas ellas equivalentes
entre sf). Sin embargo estas normas no son adecuadas para nuestros propositos.
La siguiente definicién resulta entonces pertinente. Dada una norma | - | en C”
y una norma | - ||« en M, x,(C) se dice que son compatibles si se cumplen las
propiedades 1) y 2) cuando |- |« y || - ||« reemplazan a |- | y || - ||. Notese que la
norma || - || definida en (4.8) es siempre compatible con la norma | - |.

En lo que sigue se supone siempre que las matrices estan dotadas de una
norma || - || compatible con una dada |- | de C™.

Ejemplo 4.14. Las normas [|Al| = 37, ;|a;| y |2[ec = mdx |z;| son compatibles.

Definicién 4.19. Sea (X,|-|) un espacio de Banach. Se dice que la serie
Yoo | Ty converge a x $i
x = lim Sy,

donde Sy = 227:1 T
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Proposicién 4.20. Si Y~ x, es absolutamente convergente en X :

o0
le"‘ < o0

n=1

(o] .
entonces y -~ | &, converge y ademds:

) oo
| Zajn‘ < Z |l'n|~
n=1 n=1

. .. (o) .
Proposicién 4.21. Sea )~ | x, una serie convergente en X con suma x:

x = Z Ty,
n=1
y T € L(X). Entonces
T(z) =Y T(zn).
n=1

Observacion 4.15. Una aplicacion bilineal

B: XxX — X
(z,y) +— B(x,y)

es aquella que es lineal separadamente en cada una de las variables. Toda apli-
cacion bilineal que es continua satisface:

|B(x,y)| < Klz[[y]

para cierta constante K > 0y x,y € X arbitrarios. De hecho se define la norma
|| B|| de B como el infimo de las constantes M que satisfacen la relacion anterior.

El siguiente resultado es una generalizacion a espacios de Banach del célebre
resultado sobre la convergencia del producto de Cauchy de dos series absoluta-
mente convergentes.

Teorema 4.22. Sean Y .- | Tn, > -, Yn series absolutamente convergentes en
un espacio de Banach X con sumas x ey respectivamente, y sea B : X x X — X
una aplicacion bilineal y continua.

Se define la serie producto Y -

1 #n mediante la realcion:

Zn = Z B(zk, Yn—k)-

n
k=1
Entonces > -, z, es convergente y

oo

B(z,y) =Yz

n=1
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Teorema 4.23. Sea (X,|-|) un espacio de Banach, y sea T : X — X un
operador lineal y continuo. Entonces la serie

o0 Tn
2
n=0

converge absolutamente en L(X). Ademds

oo "
1> —r Il < exp(|T)-
n=0

Definicién 4.24. Dado T € L(X), se define la exponencial € del operador T
a la suma (en L(X)) de la serie

oo

"
> T

n=0

Por el mismo principio si A € M« (C) se define

o0 A"
Aoy

n=0

Teorema 4.25 (Propiedades de la exponencial). Sean A, B € M, «,(C) enton-
ces,

a) e¥ =1 (la matriz identidad n x n).

b) Si AB = BA entonces

¢) e es invertible y {eA}fl =e 4.

d) Si AB = BA entonces
Bfe? = eAB*para cada k € N.

e) La funcion

®: R —  M,un(C)
t — A
es C*°. Ademds,
dk

ﬁ(etA) — AketA — etAAk.

Teorema 4.26. Dada la matriz A € M, «n(C), la funcién etd es una matriz
fundamental de la ecuacidn,
' = Ax.
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En particular, la inica solucion del problema

= Ax

x(f,o) = X0

z(t) = ettt Az,

Andlogamente, para b: R — C" continua, la tinica solucion del problema

{ ' = Az 4+ b(t)

se escribe

x(to) = X0
se representa en la forma:
t
z(t) = et Ay —|—/ e =9)4p(s) ds.
to
4.4. La forma candénica de Jordan. Calculo de la
exponencial de una matriz

Propiedad 4.27. Sean J, P € M, «x,(C), P invertible. Entonces,
(P~rJpP)" =P 'J"P,
para cada n € N. En particular,
eIl = Pl P
La propiedad sugiere la estrategia para simplificar el calculo de e?. La idea
consiste en hallar, para una matriz A dada, una matriz invertible P tal que
A=P P,

y de forma que J sea lo mas sencilla posible en el sentido de que J tenga el
mayor ntimero de ceros posible.
He aqui la exponencial de algunas matrices sencillas.

Proposicion 4.28. Se satisfacen las siguientes propiedades.

1. Exponecial de una matriz diagonal:

A - 0 eM .. 0
exp| : = ] (MEOC)
0 An 0 ern
En particular:
A - 0 At - 0 eMt L. 0
expt| : . |=exp| : = :
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2. Sea L, la matriz n x n dada por,

0 0 0 0
1 0 0 0
L, = ;
0 0 0 0
0 0 1 0
Entonces
1 0 0 0
t 1 0 0
o z
n—2 n—3
(fl—z)! (2—3)1 Lo
tnfl tn72
(n—=1)!"  (n—2)! t
3. Si A es una matriz diagonal por blogques:
A 0 - 0
0 Ay --- 0
o o0 - A4
(siendo los bloques matrices cuadradas) entonces,
etAr 0 ... 0
0 e ... 0
etA =
('] O oo et‘:AP

Observacion 4.16. El problema de representar A = P~'JP, J con el méximo
nimero de ceros posible, asi como el de encontrar la matriz P nos lleva al de la
representacién matricial de T' y a los conceptos de autovalor y autovector.

Se considera un operador lineal T' € L(C™), o lo que es lo mismo una matriz
compleja n X n, A. Se dice que v € C™ \ {0} es un autovector de T asociado a
un autovalor A € C si

veNT-X) < Tv=l.

El espacio N(T — AI) se suele representar como V) y se denomina multiplicidad
geométrica de A al niimero

v =dim N(T — \I).

Si A € Muxn(C) es la matriz asociada a T' en una base {e;}, 1 < i < n, los
autovalores A son las raices del polinomio caracteristico:

q(A) = det(A — \I).
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Si A € C un autovalor de T' € L(C") se define el indice (o ascendente) v de A
como el minimo de los niimeros naturales k tales que

N(T — MX)* = N(T — XI)F+L,

En este caso, el subespacio
N(T — \I)",

que contiene al autoespacio N (T — AI), se denomina el autoespacio generalizado
asociado a A. Se denomina multiplicidad algebraica del autovalor A al nimero

dim N(T — AI)*,

que coincide con la multiplicidad de A como raiz del polinomio carateristico
asociado a T' (es decir A).

Se dice que una matriz A € M, «,(C) es nilpotente de indice k si existe
k € N tal que A*¥ = 0 con A*~! £ 0. El indice de A es en este caso el primer
entero para el que se da la igualdad. La misma definicién se aplica a un operador
lineal T € L(C™).

Se denomina bloque nilpotente de indice k a la matriz k x k (que es nilpotente
y de indice k) dada por

0 0 0 0

10 0 0
Ly =

o0 --- 10

Obsérvese que L1 = (0), Ly = <(1) 8), etc.

Observacion 4.17. Se demuestra que toda matriz nilpotente A de indice k se
representa en la forma:

0 L 0 ...0
A=PINP, N=|0 0 L ...0
0 0 0 Ly

La siguiente propiedad caracteriza las aplicaciones (matrices) diagonaliza-
bles.

Teorema 4.29. Sea T un operador lineal de L(C™) (0 una matriz compleja A €
M, xn(C)), con autovalores A1, ..., N\, de multiplicidades geométricas y1, ..., Vp.
Entonces existe una base {e},... e} (una matriz invertible P) sobre la cual la
matriz asociada a T (la matriz J = PAP™') es diagonal st y sélo si

Y1+ =N
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Observacion 4.18. El teorema caracteriza cuando existe una base de C™ formada
por autovectores.

El siguiente resultado muestra cémo representar de manera 6ptima una apli-
cacién lineal T' cuando no es diagonalizable.

Teorema 4.30 (Forma Canénica de Jordan). Sea T un operador lineal de L(C™)

(0 una matriz compleja A € Mpxn(C)), con autovalores Ai,..., Ay, multipli-
cidades geométricas vi,...,%p, multiplicidades algebraicas n1,...,n, e indices
V1, ...,Vp. Entonces existe una base {¢},... e} (una matriz invertible P) sobre

la cual la matriz asociada a T (la matriz J = PAP™!) tiene la forma:

Ji 0 ...0
0 Jo ... 0
0 0 ... J

donde, para cada 1 <1 < p, J; es una matriz cuadrada n; X n; de la forma:
Ji =Nl + N;

siendo I; la matriz identidad de dimensiones n; X n;, y siendo N; la forma
candnica de un operador nilpotente de indice v;, es decir, una matriz n; X n; de
la forma

L, O 0

0 L, 0
. ; (4.9)

0 0 Ly

en la cual aparecen, en forma diagonal, una serie de r1 bloques nilpotentes de
indice v;, a continuacion una serie de ro bloques nilpotentes de indice v; — 1, y
ast en ordenes decrecientes hasta que se cierra la serie con r,,, bloques de indice
1 (es decir, conr,, “ceros”). Los nimeros r; satisfacen ademds las ecuaciones:

ry = dim N(T — AZI)U‘ — dim N(T _ )\Z_I)Vi—l’
r1+ 1o = dim N(T — /\i])”i71 — dim N(T _ )\7:])1472’

41,1 = dim N(T — \I)? — dim N(T — \I)
L4+ Ty—1 o, = dim N(T — M),

en donde n; = dim N(T — N\, I)":.

Observaciones 4.19.

a) La ultima linea muestra que la multiplicidad geométrica v; = dim N(T — \;I)
coincide con el niimero total de bloques Lj que aparecen en la parte nilpotente
N; de la submatriz J;.
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b) En la representacion (4.9), la forma canoénica de un operador nilpotente de
indice v;, ha de aparecer al menos un bloque L,,, pero no necesariamente otros
bloques Li con k < v; — 1.

El problema en la préctica consiste en hallar la base {e}} sobre la que T
se representa bajo la forma candnica. Construyendo la matriz que tiene por
columnas las coordenadas de los vectores €} en la base canénica, obtenemos la
matriz P~ que permite escribir:

A=Ptjp.

Para dar con {e}} se busca primero una base adecuada B; del autoespacio ge-
neralizado N(T — A\;I)" sobre la cual, la aplicacion

Ti:T|N(T7)\iI)”i’ T; N(T—A,I)Vl —>]V(T‘—>\7I)Vz

tiene como representacion matricial a la matriz J;. La base! B; = {e}}, cuya
existencia se anuncia en el teorema, se forma entonces agrupando ordenadamente
las bases asi construidas:

By=ByU---UB,.

La construccion de las bases B; y la propia prueba del teorema se apoyan en
una serie de resultados que establecemos a continuacion.

Teorema 4.31. Sea T un operador lineal de L(C™) (una matriz compleja A €
M, xn(C)), con autovalores Ai,...,\,, multiplicidades geoméiricas 1, ..., Vp,
multiplicidades algebraicas ni,...,n, e indices v1,...,v,. Entonces,

a) Cada autoespacio generalizado es invariante frente o T, es decir
T(N(T —N1)"") C N(T — \1)¥ 1<i<p.
b) C™ se factoriza como la suma de autoespacios generalizados:
C"=NT-\D)"®---®dN(T - A)".

¢) ng = dim N(T — N1)V coincide con la multiplicidad de \; como raiz del
polinomio caracteristico de T'.

El siguiente lema también es un peldano importante para la demostracion
del teorema.

Lema 4.32. Sea T € L(C"), y sean U y W subespacios de C™ tales que

a)
Cr=UaV;

IMas propiamente, hay una infinidad de bases que cumplen este propésito.
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b) U y Vson invariantes frente o T, es decir,
TU)CU & T(V)CW

Sean {e1,...,ep} y {e1,..., e} bases de U y V respectivamente (p +q = n).
Sean Ay y As las matrices p X p y g X q de T, como aplicacion de U en U, y de
T como aplicacion de V en V, respectivamente. Entonces, la matriz de T en la

base {e1,...,ep, €, .. e;} es
Ay 0
0 Ay)°

omo se apuntaba més arriba, la demostracién del teorema de la forma ca-
noénica de Jordan procede como sigue. En funcién del Teorema 4.31 y del Lema
4.32 basta con encontrar una base adecuada B; del autoespacio generalizado
N(T — X\ I)” sobre la cual, la aplicacion

T; :T|N( T;: N(T — \I)" — N(T — M)V

T—)\i])wr ’
tiene como representacién matricial a la matriz J;. La base, B cuya existencia
se anuncia en dicho teorema, se forma mediante la reunién ordenada

By=BU---UB,

de las bases B;.
Para hallar la base B; del autoespacio generalizado N (T — \;I)"i, se observa
que la aplicacion

Ti= )\iI|N(T—/\7¢I)“i +(T - )\iI)’N(T—)\iI)"i

posee en cualquier base de N(T — \;I)¥ la representacion matricial,
Ji = A, + N;

para cierta matriz n; x n;, IV;.

Como (T — /\iI)|N(T7>\1-I)”i
nilpotente del mismo indice), solo se necesita hallar una base B; sobre la que (T —
tenga la representaciéon matricial que se anuncia en el Teorema

es nilpotente de indice v; (luego N; es también

Ail) |N(T7>\i1)'/i
4.30.

Para ello se demuestra el siguiente teorema. En el mismo, T juega el papel de
(T—X\I C™ juega el papel de N(T — \;I)"i y el indice v representa
a V.

)‘N(foij)vw
Teorema 4.33. Sea T : C* — C" lineal y nilpotente de indice v. Entonces
existe una base B de C" tal que la matriz de T en B tiene la forma
L, 0 ... 0
o L, ... 0
N = . . .

0o 0 ... Ly
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donde L, aparece r1 veces, L,_1 aparece ro veces, y asi sucesivamente hasta L1,
que aparecerd r, veces. Ademds,

r1 = dim N(T") — dim N(T"™1),
1+ 7y = dim N(T"™ ') — dim N(T"~?),

T1_|_+TV71:d@mN(T2)—dsz(T)
r+-+r,_1+1, = dim N(T),

y en donde n = dim N(T").

Observacion 4.20. r1 > 1 pero alguno o la totalidad de los restantes r; podrian
ser cero.

Demostracion. Como N(T"~') ¢ N(T") = C" existe H; tal que N(T%) =
Hy & N(T"7'). Sea By = {v1,...,v} } una base arbitraria de H;, entonces la
familia {T'(v{),...,T(v})} es linealmente independiente y est4 contenida en
N(T"=')\ N(T"~2), por eso es posible encontrar 73 vectores {vi,...,v2} (ro
podria ser cero en algin caso) tales que,
B= (T0d), . TOL ) 02,

genera Ho cumpliendo N(T"~1) = Ho®N(T"~2). Repitiendo el proceso "v"veces
llegamos a una base de N(T') que tiene la forma siguiente

B, = {T”fl(v%)7 . ,T”*l(vil),T”*z(’uf), . ,T”*Q(ufg), .

T(vffl), e ,T(v:f;_ll),vf, R
Por tanto B’ = B U --- B, es una base de C". Sin embargo, la base buscada B
se deduce de B’ efectuando la reordenacion siguiente:

B={vl, .., 7" Y(wl), 0l o Tk,

9 Ypryo T1

v’l’_l,T(U'f_l)(v), (T.”.il,vfuill,T(v”*l ),v7, ..., 0

Tv—1 RS S7E

4.4.1. La forma canédnica real

Si el operador T' € L(R™) o la matriz A son reales, el conjunto de sus autova-
lores lo conforn}an los autovalores reales Oly-eeyOr ¥ los autovalores complejos

A1, Al .-+, As, As, en donde las parejas Ag, A\x comparten multiplicidades e in-
dices. Sean, Ji, ..., J, los bloques de los autovalores reales y Jy,J1, ..., Js, Js
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los bloques de los autovalores complejos en la forma canénica de Jordan J:

J ... 0 0 0 ... 0 O
0 J. 0 0 0 0
Jg—10 0 Ji 0 0 0
0 0 0 J; 0 O
o ... 0 0 0O Js 0
o ... 0 0 O 0 Js
Sea A un autovalor complejo y supongamos que el grupo de vectores asocia-
dos a A en la base de Jordan B es {vy,... ,vm},_siendo por tanto {01, ..., T, }
el grupo “contiguo” en B; asociado al autovalor .
Si
{1)1, e 7Un)\71717 e ,’an}

se substituye por

{Rv1,Sv1, ..., Rop,, Sun, },

en B y esta operacion se efecttia con todos los autovalores complejos, la forma
canoénica de Jordan cambia su expresion. Cada pareja Jy, 7>\j de bloques conju-
gados pasa a ser reemplazado por un solo bloque real Ry, que tiene dimensiones
2ny; X 2ny; y cuya forma es:

Ry, = Dy, + Ny,

donde si \j; = a+1i3

A 0
0 0 o
o o)
0 A
mientras B
L, 0 0 0
Ny = 0 L, ~0 0
’ 0 0 L,_q 0
0 ... 0 0 ... L

En ésta tdltima matriz, los bloques nilpotentes Ek tienen dimensiones 2k x 2k y
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son de la forma:

0 0 0 0
~ Ir 0 ... 0 O - 0 0 1 0
L=V Bl mm(h)
0 0 ... Ib O
y los Zl,, ZH, ey Ly aparecen con la misma distribucién y nimero que los
bloques nilpotentes usuales L,, L,_1, ..., L1, en los bloques de Jordan corres-

pondientes a A; y A;. La matriz Jr de T en esta nueva base es la forma canénica
real:

Ji ... 0 0 ... 0
Jp—|0 J. 0 0
0 0 Ry, 0
0 0 0 R,

Para calcular la exponencial e!/7 s6lo necesitamos hallar e**. De hecho, se tiene

que:
ot [ cosft senf3t
exp(th) =e ( sen 3t cos ﬂt) :

En efecto si Zo = (w0, y0), Z(t) = e'*Z¢ es la solucion de ' = Az con z(0) = Zo.
Si ponemos z =z +1iy, A = o+ if, zo0 = xg + 1Yo, la versién compleja de este
problema es:

=X 2(0) = z.

A cuya version real es:

T\ 4t cosPt senft\ [z
Yy ¢ \_senpt cospt Yo /)

4.4.2. Operaciones Elementales

Su solucion es z = zge

Cuando una apicacion lineal T € L(C"™) tiene asociada una matriz n X n,
A, y se desean hallar simultaneamente la dimension de N(T), la dimension de
T(C™), una base de N(T') y una base de T(C™) se aconseja proceder como sigue.
Foérmese la matriz 2n x n
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Mediante el método de Gauss y haciendo operaciones elementales columna - es
decir intercambiar entre si columnas y anadir a una columna dada una combi-
nacién lineal de otras - podemos pasar de dicha matriz a otra de la forma

b11 . blr 0 . 0

b21 ce b2T 0 N 0

(B)_ bt e b O .0
D) |du ... di dipsry .- din
doy .. doy dypiry ... do
dn,l <. dnr dn(r+1) s dnn

en la cual, B tiene rango r (v la estructura de la matriz de las primeras r
columnas es triangular). En la matriz B las r primeras columnas dan una base
del espacio imagen T'(C"), las ultimas n—r columnas de la matriz D constituyen
una base del ntcleo. Recuérdese que cada columna de la matriz B es la imagen
por T de la correspondiente columna de D.

4.4.3. Calculo de la forma de Jordan

A efectos précticos se describen las formas canénicas de Jordan hasta orden 4
y las bases que permiten en cada caso representar matricialmente a un operador
en forma canénica. Se consideran exclusivamente de los casos no diagonalizables.

Se empieza con A € M,,«,(C), n = 2. El caso no diagonalizable es o(A) =
{A} (0(A) representa el conjunto de autovalores de A, es decir, el espectro de
A). Ademas ha de ser

La forma canoénica es:
A0
=)

B ={v,(A—Av}.

v la base de Jordan:

Se sigue con A € M, «,(C), n = 3. Hay tres casos no diagonalizables, el
primero o(A) = {\, u} con yx =7, =1, ny =2, n, = 1. La forma canénica de
Jordan es:

J =

O = >
O > O

0
0],
I

la base de Jordan es:

B= {’Ul, (A — )\)1}1,’1}2}.
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donde (A — M\)?v1 = 0y Avy = pws. El segundo caso es o(A4) = {\} (X triple)
con 7y = 2, forma canénica:

-
I
o = >
o> o
> o o

y base de Jordan es:
B = {Ul, (A - )\)1}1,1)2}.

Ahora (A—))?v; = 0y vy es un autovector Ave = Avy que se escoge linealmente
independiente de (A — \)v;. El tercer caso es o(A) = {A} (X triple) con vy = 1,
forma canénica:

A0
J={(1 A
0 1

> O O

y base de Jordan:
B = {'Ul, (A - )\)1)1, (A — )\)2’(}1}.

Para finalizar se estudia ahora el caso A € M,x,(C) y n = 4. Se empieza
con tres autovalores o(A) = {A, 1, (}. Se supone A doble. Ha de ser entonces
YA = Yu = 7¢ = 1 y forma candnica:

A0 0 0
1 A 00
T=10 0 u 0
00 0 ¢

La base de Jordan es:
B = {Ula (A - )\)1)171)271)3}7

donde (A — \)2v; = 0, Avy = vy, Avs = (vs.
Ahora se supone que A posee dos autovalores o(A) = {\, u} y hay cuatro
casos. El primero vy = v, = 1. La forma candnica es

A
J =

o O > O

0 0
1 0 0
0 w0
0 1 u
v la base de Jordan es:

B = {vy, (A= Nv1,va, (A — p)va},

donde (A — A)?v; = (A — p)?ve = 0. El segundo es v, = 1, v, = 2, la forma
canodnica es

A0 0 0
1 A0 0
T=10 0 u 0
00 0 u
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v la base de Jordan es:
B = {1}1, (A — /\)’()1,1)2, 1}3},

donde (A —X)?v; =0y {va,v3} es una base del autoespacio asociado a p. En el
tercero A es triple, por tanto u es simple, con vy = 1. Le corresponde la forma
canoénica:

SO >
O = > O
o > O O
T oo o

La base de Jordan es:
B= {Uh (A - A)Ul, (A - )\)20171)2}7

donde A(vs) = pws. En el cuarto caso A es triple pero vy, = 2. La forma canoénica
es:

OO >
o O > O
o > O O
= O o o

La base de Jordan es:
B = {'Ul, (A — )\)01,7)2,’03},

donde A(vy) = Avy se escoge linealmente independiente de (A — A\)vy y v3 es un
autovector asociado a p.

A continuacion se trata el caso de un tnico autovalor o(A4) = {A}. El primer
caso es vx = 1, la forma canénica es

A
J =

O = > O
= > o o
> O O O

1
0
0
la base de Jordan,

B = {'Ul, (A - )\)’Ul, (A - )\)2?)1, (A — )\)31)1},

que, sobra decirlo, requiere que (A — \)3v; # 0.
El siguiente caso es vy = 3, con forma canénica

A 0

o O > O

0
0
A
0

OO =
> O O

La base de Jordan,
B = {Ul, (A — /\)’Ul,vg, 1}3}.
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La base se construye de forma que {ve,vs} constituye junto con (A — A)v; un
sistema linealmente independiente.

Se concluye con vy = 2 que tiene dos subcasos. El primero con vy = 3 que
tiene forma canoénica de Jordan:

A0 0 O
1 X 0 0
J_Ol)\O
0 0 0 A

La base de Jordan es:
B = {’U17 (A - )\)vla (A - )\)21)1,’02},

donde vy es un autovector que se elige linealmente independiente con (A—X)%v;.
El segundo corresponde a vy = 2, forma canénica de Jordan:

A 0
J =

O O > O
= > O o

1 0
0 0
0 A

y base de Jordan:

B = {v1, (A — Nvy, v, (A — N)va}.

Los vectores v1, vz se eligen linealmente independientes en N(A — AI)?\ N(A —
).

4.4.4. Casos complejos

Si Aes2x2y A=azif son sus autovalores, la forma canonica real es:

_a_[(a B
a7 7).

Si A es 3 x 3, el caso complejo corresponde a A = « £ i3 para los autovalores
complejos y u como autovalor real. La forma canonica real es:

A O
=5 1)

Cuando A es 4 x 4 y los autovalores complejos son A = a +i8, p = v+ i
(simples), la forma candnica real es:

(A O (v 6
68 (Y

Finalmente, si A = a =i/ es doble, puede ser v = 1 0 ¥ = 2 en cuyo caso, las
formas candnicas reales son, respectivamente,

A O A O
(o a) (i R)

El célculo de la base de Jordan ya se ha explicado con detalle unas cuantas
secciones antes.
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4.4.5. La ecuacion lineal de coeficientes constantes

Como se ha establecido mas arriba, para A € M, x,(C"), la solucion de

= Ax
z(0) = zg
se puede escribir en la forma z(t) = e!4xy. Si J es la forma canénica de Jordan

de A y P la matriz de “paso”, el cambio de variable * = Py transforma el
problema en

Yy =Jy
y(0) = P~ 'zo(= yo)
cuya solucién es

y(t) = ey,
siendo
et 0 ... 0
0 €2 ... 0
ot —
0 O etlr
donde
etbvi 0 0
. 0 etlw 0
0 O eth
y donde
1 0 0 0
t 1 0 0
etLVi =
tui.—l tu:fQ ¢ 1

(l/lfl)' (l/i72)
Teniendo en cuenta estas observaciones es claro el siguiente teorema.

Teorema 4.34. Sea x = x(t) una solucién de la ecuacion

siendo A una matriz compleja n X n en las condiciones del teorema 19, en par-
ticular, con autovalores \i,...,)\,, de indices v1,...,v,. Entonces, cada com-
ponente x; = x;(t) de dicha solucion se puede escribir en la forma,

x](t) — eAltqu 4.+ eAptqu
donde ¢;;(t) es un polinomio de grado v; — 1, 1 <i < p. Equivalentemente,
z(t) = eMQi(t) + -+ eMQ,(t)

donde Q;(t) es una funcion cuyas componentes son polinomios de grado v; — 1,
1< <p.



4.4. FORMA CANONICA DE JORDAN 155

4.4.6. Ejercicios

1. Sea A la matriz:

0 00
A=1|1 0 0
010
Evaluar sen A, cos A, exp A.
2. Se considera la serie s(\) = A+ A? 4 --- ;Bajo qué condiciones se puede

definir s(A), A € My, x,(C)?

3. Sea A € M,,»»(C). Empleando la forma canénica de Jordan demuéstrese
que:
det eAt _ 6(traza A)t t € R.

4. Para las siguientes matrices A (2 x 2) calctlese un sistema fundamental
de soluciones de la ecuacion @’ = Ax. Calcular también la forma canonica
de Jordan, la matriz de paso y la exponencial e*4, t € R.

a)

A:(afb 2) a,beR.
b)

A:(a__%b aL}), a,beR.
c)

A:<2a1+1 2@‘_11), a,bER,

i Para qué valores de a es nilpotente la matriz?

5. Usar el método de variaciéon de las constantes para determinar la solucién
general de los problemas:

()= (% 2 6)+ (),
()= )6+,
()= 2)0) ().

6. Para cada una de las siguientes matrices 3 x 3, A, calctlese un sistema
fundamental de soluciones de la ecuacién:

2 = Azx.

Calctlese asimismo la forma canonica de Jordan J de A, una matriz de
paso P y la exponencial e'4.
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pA) = (A =2)A-4)(A-6)
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7. Se sabe que z,(t) = (—%,0,0) es una solucion particular de

¥ =dv+y+z+2t—3
Yy =2x+3y+z+t
2 =2x—y+5z+t.

Hallar la soluciéon del problema con datos

Solucion: (z,y, z) = e?'v + %w, conv=(1,-1,1), w= (1,1,1).

8. Resuélvanse los problemas de Cauchy siguientes (cotejar los resultados del
Ejercicio 6):

¥ =3x+z+e€ z(0) =1
y =3y+t y(0) =2
Z=y+3z 2(0) = —1.
b)
' =3x—=z z(0) =«
Y =4y+z y(0) =45
2 =—-2y+2z 2(0) =,

donde «, 3, v € R. jPueden ser complejos a, 3, v7

9. Usar el método de variacion de las constantes para determinar la solucion
general de los problemas:

' 0 1 1 x 3¢t

vy =110 1| |yl|+|-¢],
2! 110 2z —e!

' 1 -1 1 T

y|1=(0 0 1 y |+ €

2! 0 -1 2 z et

10. Para cada una de las siguientes matrices 4 x 4, A, calcilese un sistema
fundamental de soluciones de la ecuacion:

2 = Azx.

Calctlese asimismo la forma canonica de Jordan J de A, una matriz de
paso P y la exponencial e'4.
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i)

2 0 0 0
1 2 0 0
1 3 -1 0
1 2 1 -1
i)
a—>b b 0 0
—2b  a+b 0 0
1—-2b b a—b b
—2b 2b+1 —-2b a+bd
k)
-1 2 0 0
-4 3 0 O
-4 3 -3 3
-4 6 -6 3
)
1 0 0 O
1 1.0 0
01 1 0
01 3 -2
m)
3 0 0 O
03 0 O
00 3 O
00 5 -2

4.5. Sistemas fundamentales para sistemas de coe-
ficientes constantes

Esta seccion es independiente de las anteriores. Se propone aqui el calculo
directo de un sistema fundamental de soluciones para un sistema de coeficientes
constantes. En la materia expuesta hay repeticién parcial de contenidos ante-
riores.

Si v es un autovector asociado a un autovalor A de una matriz A:

Av = v,

entonces

es solucién de 2’ = Ax.
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Proposicién 4.35. Si la matriz A admite n autovectores {v1,...,v,}, asocia-
dos a autovalores A1, ..., A, (que muy bien pudieran repetirse), de forma que
{v1,...,v,} constituye una base de C", entonces:
At Ant
{eMvy, ..., e, }

define un sistema fundamental de soluciones. En particular, esta situacion se
da si A posee n autovalores distintos.
Observaciones 4.21.

a) Se sabe que las matrices A que cumplen las hip6tesis de la proposicién son
precisamente aquellas que son diagonalizables. Por tanto existen casos donde
ésta no se puede aplicar. Las matrices diagonalizables A se caracterizan en los
siguientes términos. Si Ai,..., A\, son los autovalores (en general complejos) de
A los autoespacios se definen,

W\, = N(A = \1),

sus dimensiones dimV), = ;. El valor ; se conoce como la muliplicidad geomé-
trica de A;. Se sabe que los autoespacios son independientes y es conocido que
una condicién necesaria y suficiente para que A sea diagonalizable es que:

ryl_f__’_fyp:n

Esta relacion es otra forma de decir que el espacio (C™ en general) admite una
base formada por autovectores. Resulta util saber, y no es trivial demostrar,
que v; < n; donde n; es la multiplicidad algebraica del autovalor A;.

b) Los A de la proposicién pueden ser reales o complejos. Ahora, si A es real y
A = i+ tv es un autovalor complejo su conjugado A también es autovalor, con
autovectores asociados v y v donde:

v=_E+in U= -,

&,n € R™. Por tanto, si A es real y queremos obtener un sistema fundamental
de soluciones real en el caso de la proposicién, en:

{eMtyy, ... Mo eMao, ... et}
basta remplazar cada grupo correspondiente a un autovalor complejo A:

{GMU, ej\t'l_)}

por
{R[eMv], S[eMv]}.

Notese que:
R[eMv] = eM[(cos vt)é — (senvt)n] = e [€ cos vt — nsenvt],

J[eMu] = e![(sen vt)E + (cosvt)n] = et [Esen vt + 1 cos vt].
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4.5.1. Casos no diagonalizables 2 x 2.

Para que una matriz A, 2 x 2, no sea diagonalizable hace falta que sélo tenga
un autovalor A y que su autespacio V) tenga dimensién v = 1. Se demuestra en
ese caso (ver Seccion 4.4 2) la existencia de un vector v; cumpliendo:

(A=XDvy #0 (A —X)*v; =0.

En ese caso es inmediato que vo = (A — Al )v; es un autovector, Avy = Avg, que
{v1,v2} es una base y que:

01(t) = e’\t(vl + tvg), wa(t) = eMug
es un sistema fundamental de soluciones del sistema:

2 = Azx.

4.5.2. Casos no diagonalizables 3 x 3.

En dimension 3 caben dos opciones de A no diagonalizable: dos autovalores
A, ity un solo autovalor .

En el supuesto A, 1 autovalores la tnica opcién posible es vy = 1, ny = 2 (es
decir A doble), v, = 1. Para X se sigue la existencia de v1, v2 con las propiedades
precedentes y un sistema fundamental para ' = Az es:

pr(t) = M (v1 + tos), pa(t) =€

donde vs es un autovector asociado a p.
En el otro caso A es el tinico autovalor, por tanto triple, dandose dos casos.
En el primero v = 1, existe un vector v; con:

(A= AD?v; #0 (A= X)3v;, =0.

)\t’UQ 5 ©3 (t) = eutvfﬁa

Poniendo:
U2:(A7>\I)(U1, ?}3:(147)\[)2”01,
la familia {v1,v2,v3} es una base, vz es un autovector y
A t? A A
@1(t) = e (v1 4 tvy + 5113), @2 (t) = e (v2 + tus), p3(t) = eMug

es un sistema fundamental de soluciones de la ecuacion =’ = Ax.
En el segundo caso A triple, v = 2 y hay dos autovectores linealmente inde-
pendientes. Se puede probar la existencia de vectores vy, vs tales que:

(A= XDvy #0 (A —=XD)%v; =0,

de suerte que Avs = Avs, {v1,v2,v3} es linealmente independiente con vy =
(A — Al)vy. Un sistema fundamental es:

p1(t) = eM(vy + tvg), p2(t) = My, p3(t) = eMu.

2Véase también “Ecuaciones diferenciales ordinarias"de M. de Guzmén, ed. Alhambra,
Madrid, 1975.
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4.5.3. Casos no diagonalizables 4 x 4.

Se presentan ahora combinaciones de casos considerados.
Para tres autovalores A, 1, po s6lo hay un caso ny = 2, v, = 1, por tanto
Vur = Yu, = 1. Existe como arriba un vector v; tal que

(A=XDvy #0 (A —X)*v; =0.

Si vy = (A — M)vy y vs,vs son autovectores asociados a g, p2, un sistema
fundamental es:

e1(t) = eM(vi+tva), ©a(t) = My, @3(t) = eug, ea(t) = ey,

Para dos autovalores A, u hay cuatro opciones. La primera A, u dobles con
v =1 en ambos casos. Existen entonces vectores vy, vs cumpliendo:

(A=XDvy #0 (A= XD?v; =0, (A—plvs#0 (A —pul)v3 =0,

con {v1,vs,v3,v4} independientes siendo vy = (A — Al)vy, vg = (A — pul)vs. Un
sistema fundamental es:

p1(t) = eM(vit+tva),  @a(t) = eMva,  @3(t) = e (v3+tuy), @a(t) = ey,

En la segunda opcién A, p son dobles pero vy =1, v, = 2 y p tiene dos autovec-
tores independientes {vs,v4}. Usando los vectores {vi,v2} definidos en el caso
precedente resulta el sistema fundamental:

p1(t) = M (vL +tvg),  a(t) = Mg, @a(t) = g, palt) = oy
La tercera es A triple con v = 1 en cuyo caso un sistema fundamental es:

t2

p1(t) = e (o1 + tog + SUs)s p2(t) = M (vg + tus),

993(t) = 6)\t1}37 ()04(t) = eﬂtv47

donde v1, v2,v3 son como en el correspondiente caso A triple en 3 X 3 y vy es un
autovector asociado a p.

La cuarta es A triple con v = 2. Usando los vectores del caso correspondiente
3 x 3 tenemos el sistema fundamental:

1(t) = eM(vy +tve),  @a(t) = eMua,  w3(t) = eMug,  pa(t) = etluy,
en donde v4 es un autovector asociado a .
Para terminar tratamos la opcién A de multiplicidad 4 en donde los diferentes
casos son v = 1,2, 3. Los méas directos son vy =1y v = 3.
Para v = 1 el sistema fundamental es
2 43 2

t
e1(t) = e’\t(vl + tvg + 51}3 + 51}4), pa(t) = 6)\t(1}2 + tvs + 51}4),
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A

©3(t) = eM(vs + tvg), a(t) = eMuy,

en donde v; se elige con:
(A= XI)3v; #0, (A= XD*y =0,

y v, = (A— )\I)ivl 7é 0, ¢ = 2,3,4.
En el caso v = 3 se pueden encontrar vectores vy, vs, v4 tales que:

(A= AXDvy #0, (A—X)?v; =0,

{v1, v2,v3,v4} son linealmente independientes y Av; = Av;, ¢ = 3,4. El sistema
fundamental es:

A

p1(t) = eM(v1 +tvg),  @a(t) = Mg, p3(t) = eMus,  pu(t) = M.

El caso 7 = 2 es mas delicado porque hace falta introducir el indice de
nilpotencia v. Tal v es el minimo entero k para el que:

(A= AD)* =0,

es decir, la matriz nula. Si v = 2 y en este caso A cuadruple, se demuestra (ver
mas adelante la forma canoénica de Jordan) que sélo caben dos opciones: k = 2
v k=3.

Si k = 2 existen vectores vy, vz con:

(A= XDvy #0, (A—=XD)?v; =0, (A—M)v3#0, (A—\)%v3=0,

tales que poniendo vo = (A — Al )vy, v4 = (A — M )vs, {v1,v2,v3,v4} son lineal-
mente independientes y el sistema fundamental es:

e1(t) = eM(v1 +tva),  @a(t) = eMva,  p3(t) = eM(vs +tva),  pa(t) = e Moy
Si finalmente k = 3, existen vectores vy, vy tales que:
(A= AD)%v, #0, (A—\)3v; =0,

Avy = Mvy, {v1,v2,v3,v4} son linealmente independientes con v; = (A — A\ )vy,
1 = 2, 3. El sistema fundamental es:

2
p1(t) = e’\t(vl + tvg + 51}3)7 pa(t) = e’\t(v2 + tvs),

A A

©3(t) = eMuz,  @4(t) = eMuy.
Observacion 4.22. El caso general de matrices n X n e incluso el propio caso de
matrices 4 X 4 ya se traté6 de manera unificada en la Seccién 4.4 con la matriz

exponencial y la de la forma canénica de Jordan.
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4.5.4. Ejercicios

1. Resolver los problemas de valor inicial:

()¢

x 1 -2 2 x x(0) -2
yl=1-2 1 -2|ly y(O) ] =1-3]:
z' 2 -2 1 z z(0) 2

x’ 0 1 1\ [z x(0) -1

yl=[10 1)y yo) | =1 4

2! 110 z 2(0) 0

Resolver los siguientes problemas de valor inicial:

()= )6 Go)-()

! 1 01 x x(0) -2
y]1=(0 2 0 y y(0)| =1 2
z 1 01 z z(0) -1

2. Usese el método de coeficientes indeterminados para hallar la solucion

general de los sistemas:
! 6 1\ (x —11
()= 3)6)+ (5),
2\ (2 2\ [z n —4cost
y)  \2 2)\y —sent /)’

z’ 1 -2 2 T 2¢t
yl=1-2 1 2 y| + [ 4et
P4 2 2 1 z —2et

4.5.5. Ecuaciones de segundo orden

Las ecuaciones de segundo orden gozan de un estatus especial dentro de las

ecuaciones lineales.

En la fisica matematica, algunos casos importantes de ecuaciones de segundo
orden con coeficientes variables, definen clases de funciones (llamadas “funciones
especiales”) que son del maximo interés para la disciplina.

En efecto una ecuacion de coeficientes variables:

Y +ay(x)y + az(z)y =0, (4.10)
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no puede en general integrarse por métodos elementales. Esto es asi porque
una ecuaciéon de orden dos se puede reducir a la ecuacién de Ricatti que no
puede integrarse por cuadraturas. Esta equivalencia se propone como ejercicio
(Ejercicio 2 en esta seccion).

Por tanto una estrategia que se ha empleado desde comienzos del siglo XIX
para estudiar estas ecuaciones consiste en emplear series de potencias:

y(z) = Z an(x — 20)".
n=0

Esta técnica se puede aplicar cuando los coefientes son analiticos o son la res-
triccion a R de funciones complejas que son analiticas. Es el teorema de Cauchy-
Kowalevsky el quien fundamenta este enfoque ([4], [12]). En algunos casos im-
portantes los coeficientes presentan singularidades aisladas y se hace necesario
introducir una variante del método para construir un sistema fundamental de
soluciones (teorema de Frobenius, [12]).

Por otra parte, las ecuaciones de segundo orden poseen una rica teoria cua-
litativa (teoria de Sturm-Liouville) que comprende resultados de oscilacion y
localizacién de ceros, asi como teoremas de comparacién. Los ejercicios que si-
guen muestran algunos de estas facetas.

4.6. Ejercicios

1. Se considera la ecuaciéon diferencial de segundo orden:
y" +ai(z)y’ + az(z)y =0, (4.11)

donde los cofecientes son funciones continuas definidas un intervalo I C
R. Busquese una funcién ¢ de forma que al introducir la nueva funcién
incognita y; ligada a y bajo la relacién y = ¢y, la ecuacion resultante
en y; no presente el término en la derivada primera y}, es decir para que
(4.11) se transforme en:

Y +a(@)y =0.
2. Pruébese que la ecuacion:
Y+ ai(x)y + az(x)y =0,
admite una solucién u de la forma:
u = exp /x p(s) ds
zo

si y solo si p(x) satisface la ecuacion de Riccati:

/

P =—p* —ai(z)p — az(x).

Este resultado viene a decir que las ecuaciones lineales de segundo de orden
no son en general integrables elementalmente.
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Sean {¢1, 2}, {11,192} sistemas fundamentales de soluciones de la ecua-
cién:
y" +a1(@)y + az(z)y = 0,

mientras W (g1, ¢2), W (1)1, 12) son los correspondientes wronskianos. Me-
diante cémputo directo demuéstrese que:

W(d)lv ¢2) = kW(wlvw2)v

para cierta constante k. ;Por qué ya resulta conocida esta conclusion?.

Se considera la ecuaciéon de Hill,
y' +alt)y =0,

donde @ = «(t) es periddica de periodo T. Sea {¢1, 2} un sistema fun-
damental de soluciones normalizado en ¢ = 0, mientras W = W (¢1, ¢2)
designa su wronskiano.

Probar que W(t) = 1.

Probar que la ecuaci6n admite una solucion periddica (no trivial) de pe-
riodo T si y s6lo si ¢1(T) + ¢4(T) = 2. Similarmente, pruébese que la
ecuacion admite una solucién y que cumple y(t + 1) = —y(t) para cada t
siy solo si ¢1(T) + ¢5(T) = —2.

Demostrar que todos los ceros de soluciones de una ecuacién de segundo
orden son simple, por tanto aislados.

(Teorema de Sturm). Se consideran las ecuaciones de segundo orden:
y" +a(z)y =0, (4)

y" +b(x)y =0, (B)

cuyos coeficientes son funciones continuas en un intervalo («, 8) donde b
mayora estrictamente a a, es decir a(x) < b(z), = € (o, 8). Sea y,(x) una
solucion arbitraria de (A) que admite dos ceros consecutivos z1 < z2 en
el intervalo (o, 3). Demuéstrese que toda solucién y, de (B) posee un cero
en el intervalo (z1,x2). Para ello pruébese que

(yo¥s, — Yp¥a) = (b — @)yays.
Lo que lleva, cualquiera que sea yp(z) a la relacion:
yb(22)yq (22) — yo(21)y, (1) > 0.

Cocluyase que yp(z) debe anularse en (x1,22). Como aplicacion probar
que todas las soluciones de la ecuacion y” + xy = 0 presentan infinitos
ceros en el intervalo (0, +00).
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7. Con las ideas del problema anterior demostrar si 1, y2 son dos soluciones
independientes de la ecuacion:

1
y" +a(x)y =0,
entonces, entre dos ceros consecutivos de y; existe un tinico cero de ys.

8. Hallar un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién:
1
1
Yo+ —y=0
472 ’
en > 0 sabiendo que y; = z'/? es una solucién. Para ello obsérvese que
si se conoce una solucién particular ¢ de una ecuacion:

y" +ai(@)y +az(z)y =0,
el cambio y = ¢y; permite reducir en una unidad el orden de la ecuacion.

9. Considérese la ecuacion.
y" +a(z)y =0,

donde a es continua en x > 0. Pruébese que si a(z) > ¢ > 0 todas sus
soluciones oscilan infinitas veces en x > 0. Pruébese sin embargo que
para que se dé este comportamiento no basta con la condicién méas débil
a(xz) > 0.
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4.6.1. Ejercicios

1.

Supongamos que las dos raices del polinomio caracteristico del operador
lineal Ly = 4" + a1y’ + asy estan en el semiplano Rz < 0 mientras b =
b(t) € C[0, +00) satisface sup;~q [b(t)| < +oo.

Pruébese que toda solucion de Ly = b esta acotada en ¢t > 0.

Demuéstrese que si lim;_, 4 b(t) = 0 entonces toda solucion de Ly = b
también satisface la condicion lim;_, 4 o y(t) = 0.

Se considera la funcién:

-1 z¢€[-m70)
f@)=<1 =zel0,n] |,
0 J|z|>=

y el operador diferencial Ly = y” + y. Hallar una solucién de Ly = f en
los puntos de continuidad de f.

Hallar mediante la féormula de variaciéon de las constantes la solucién ge-
neral del problema de Cauchy,

' = Az 4 b(t)
z(to) = o,

()

to = 0, z0 = (o, 8) € R?, y las opciones b(t) = (¢,t2), b(t) = (cost,0),
b(t) = (senht,cosht).

0 b a b
=G0 a-G D)

Ay

para:

Sean,

Calcular e? y como aplicacion e

Se considera el sistema:

' = ax + by x(0) = g

y'=—br+ay y(0) = wo.
Hallese la solucién general del problema de Cauchy procediendo de la
forma siguiente:

Redizcase el sistema a una ecuacion de segundo orden.

Hallese un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién resultante
para producir una matriz fundamental normalizada en t = 0.
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6. Hallar la solucién general de las siguientes ecuaciones por el método de
coeficientes indeterminados:

=ax+1—at
y' = (a—b)x+by+bt2+ (b—a—2)t.

[Solucion: (z,y) = (¢, —t%).]

2’ = (a—b)x + by —sent — (a — b) cost
Yy = —2bx + (a+ b)y + 2bcost

[Solucién: (z,y) = (cost,0).]

2’ = (2a+ 1)x —y + cosht
y =z + (2a — 1)y +senht — (2a — 1) cosh ¢

[Solucién: (z,y) = (0, cosht).|
7. Se considera el sistema:

) =2x1 + @0 — x5+ 24
xh =219 + 14

xh =213+ 14

33:1 = 2:(,‘4.

a) Calctlese un sistema fundamental de soluciones.

b) Calctlese una matriz fundamental, hallando la solucién general del pro-
blema de Cauchy con datos en tg = 0 y término de perturbacion

b(t) = (1,¢t,0,sent).

c) Hallese la solucién del problema homogéneo (b = 0) sin recurrir a la matriz
fundamental.

8. Hallese la solucién del problema de Cauchy:

) =221 — 229 + 3 — 214 z1(0) =a
xh = + dag — daz — 224 22(0) =b
xh = x5 — 2wy x3(0) =¢
) = x3+ 3x4 24(0) = d,

con a,b,c,d € R.
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9. Se considera el sistema lineal,

x) =21 — 2x9 + 623 — 324
xh = 4x1 — 2x9 + 6x3 — Sy
xh = 3x3 — 314

x)y = 63 — 3xy.

Analicense sus soluciones periddicas ;Cuantos tipos de soluciones periodi-
cas admite?



4.7. ANEXO I: METODO DE PUTZER 171

4.7. Anexo I: Método de Putzer

El siguiente es otro resultado fundamental de Algebra Lineal.

Teorema 4.36 (Cayley-Hamilton). Sea A € M« (C) una matriz con autova-
lores \; de indices v;, 1 <i <p <n, mientras po(z) es el polinomio:

Po(2) = (2 = A" .. (A= Ap)™>.

Si p(z) es un polinomio arbitrario entonces p(A) =0 si y sdlo si po divide a p.
En particular p.(A) = 0 si p es el polinomio caracteristico de A.

Se conoce a pg como el polinomio minimo de la matriz A. La consecuencia
principal es que las potencias A™ de toda matriz A € M,,x,(C) son combina-
ciones lineales de I, A, ... A"~ ', En particular,

n—1
et = Z qr(t) A,
k=0

Esta es la idea basica que permite calcular e sin pasar por la forma canénica
de Jordan, una vez conocido el espectro de la matriz.

Teorema 4.37 (Putzer). Sea A una matriz n X n con autovalores A1, ..., A\p
(contados con su orden de multiplicidad). Entonces,

n—1

M= 3 rea (D PLA),

k=0

donde Py(A) = I, P,(A) = (A= 1) - - (A=Xi 1) mientras vy = M7y, r1(0) =1,
T;C = M\gTk + Th—1, Tk<0) =0,k>2

4.8. Anexo II: coeficientes perioédicos, teoria de
Floquet

Cuando una ecuacién auténoma & = f(£) admite una soluciéon periddica
&o(t) de periodo w el “problema de la estabilidad” lleva a estudiar las pertur-
baciones x(t) = £(t) — & (¢) de dicha solucién que en primera aproximacion
satisfacen una ecuacion lineal del tipo:

= A(t)x, (4.12)

donde A = A(t) es una matriz compleja, continua y w-periédica. En el caso del
ejemplo A(t) = Df(&(t)). La principal conclusién a la que llegamos aqui es
que (4.12) es la perturbacion w-periodica de una ecuacion lineal de coeficientes
constantes. La primera propiedad viene a decir que toda la informacion de la
ecuacion estd esencialmente recogida en el interalo [0, w].
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Lema 4.38. Si X (t) es una matriz fundamental arbitraria de (4.12) entonces
existe una matriz C no singular tal que:

X(t+w)=XHC teR.

Si X1(t) es cualquier otra matriz fundamental de (4.12) y X1 (t +w) = X (¢)Cy
entonces C y Cy son semejantes, es decir C1 = DCD™! para alguna matriz no
singular D.

Se llama a C' la matriz de transicion: sefala como es el comportamiento de la
ecuacién cuando se cruzan los multiplos kw del periodo. Si X esta normalizada
en t = 0 entonces C' = X (w). Obsérvese que los autovalores de X (w) son una
propiedad intrinseca de la ecuacién. Se llaman por ello sus multiplicadores de
Floquet. Si en efecto A es un multiplicador y v un autovector asociado, la solucién
de (4.12) con dato z(0) = v cumple: 2(t+kw) = A\¥z(t). Es asimismo costumbre
designar a los p que cumplen A = e“*, XA un multiplicador, los exponentes
caracteristicos o de Lyapunov (que moédulo 27mi/w estan determinados por la
ecuacion).

Se tiene el siguiente teorema.

Teorema 4.39. La condicion necesaria y suficiente para que (4.12) admita una
solucién w-periddica es que A = 1 sea un multiplicador de (4._12). Andlogamente,
(4.12) admite soluciones de periodo minimal kw si \¥ =1, M #1,0<j < k—1.

Hemos visto que X (t+w) = X (¢)C para cierta matriz no singular C' y X (t)
una matriz fundamental arbitraria. Se sabe (ver [12]) que existe una matriz B
tal que:

C=e“B.

Por tanto:
X(t+w) = X(t)e*?

X(t4w)e P = X(t)
X(t+w)e THIB — x(4)e B,
lo que en otras palabras significa que el grupo:
Qt) = X(t)e P,
es w-periodico en t. Hemos probado asi el,

Teorema 4.40. Eziste, para cualquier matriz fundamental X de (4.12), una
matriz constante B de suerte que,

donde Q es w-periddica. Si X estd normalizada entonces X (w) = e“B.

Una consecuencia de la representacion precedente de la matriz fundamental
X es el siguiente teorema debido directamente a Lyapunov.
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Teorema 4.41. Sea X una matriz fundamental de (4.12) con matriz de tran-
sicion X (w) = e*B. Entonces la ecuacion:

' = A(t)x + b(t),

es equivalente, mediante el cambio x(t) = Q(t)z(t) a la ecuacion de coeficientes
constantes:

2" = Bz + Q H(t)b(t).

Ademds, para cada exponente caracteristico u de multiplicidad algebraica k exis-
te un sistema linealmente idependiente de k soluciones de (4.12) de la forma:

T (t) = Q(t)pm (t)et 0<m<k-1,
donde p,, es un polinomio de grado m, o bien,

Tm(t) = (co(t) +cr(B)t+ - + e (™), (4.13)
donde los coeficientes son funciones w-periddicas.

Observacion 4.23. De (4.13) se deduce que el que las soluciones decaigan a
cero o crezcan en moédulo depende de la posicién relativa de los multiplicadores
(respectivamente, exponentes) con respecto a la circunferencia unidad |z| = 1
(la recta Rz = 0).

Una de las primeras ecuaciones lineales de coeficientes periddicos estudiadas
en la literatura fue:
o (t) + b(t)u(t) =0,

propuesta y analizada por el matematico y astrénomo norteamericano G. W.
Hill. Una variante simplificada de la misma es la llamada ecuacién de Mathieu,

u” (t) + (6 + pcost)u(t) = 0.

En un curso de teoria de la estabilidad se analizan con detalle estas ecuaciones
(véase [12]).
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4.9. Ejercicios suplementarios

1. Sea X : (a,b) = M,,x»(C) una funcién matricial diferenciable en el inter-
valo (a,b). Demuéstrese que si X es invertible en (a,b), X! es diferen-
ciable con:

d

— (X H=-X"'X'x""

7

2. SeaY : R = M,;;»»n(C)(C) una funcién matricial continua que cumple la
propiedad de semigrupo, es decir:

Y(it+s)=Y@)Y(s) t,s € R,
junto con Y (0) = I. Demuéstrese que Y es diferenciable en R con
Y’ = AY,
donde A es cierta matriz, A € M,,x,(C).

3. El siguiente resultado tiene interés en teoria de control. Decimos que una
funcién f es continua a trozos en el intervalo [a,b] si existen puntos tg =
a <ty <--<t,=">0con f continua en cada (¢;—1,t;) y de forma que
f admite limites laterales en cada uno de los ¢; (en a sélo se requiere
la existencia de f(a+), en b, la de f(b—)). Sean A = A(t) € My, xn(C),
b = b(t) € C™ aplicaciones continuas a trozos en [a,b]. Fijado ty € [a, ],
xo € C", pruébese la existencia de una solucién continua y C' a trozos
del problema:

' = A(t)z + b(t)
{L(to) = Xy,
que estd definida en todo el intervalo [a,b]. Pruébese asimismo que la

solucion se representa en la forma x = ®(t)xo donde ® € M,,x,(C) es una
matriz fundamental continua y C! a trozos.



Capitulo 5

Introduccion a la teoria
cualitativa

5.1. Ecuaciones auténomas

Una ecuacion de la forma,
¥ = f(z), (5.1)

donde el “tiempo” t no aparece en el segundo miembro se llama auténoma. A lo
largo del capitulo se supone que la aplicacién:

f:GCR" = R"

donde G es un abierto de R", es de clase C'. Segtin se sabe, esto implica que
para cada tg € Ry g € G el problema de Cauchy

{ o = f(x) 52)

1‘(t0) = 2Xo ’

admite una tnica solucién maximal (z,I), definida en un intervalo abierto
I = (v, w). Siempre se designara asf al intervalo maximal de una solucion z(t).
Cuando sea necesario hacer referencia a las condiciones iniciales, la solucién de
(5.2) se representard como

x = z(t, tg, xo).

Se sabe —ver Capitulo ITI- que el dominio de definicién © de dicha solucion es
un abierto de R"*2, siendo x(t,to, 2o) una funcién C* en todas sus variables.

Teorema 5.1 (1° Propiedad de traslacion de fase). x = xz(t) es una solucidn
mazimal de (5.1) en (a,w) si y sdlo s1, cualquiera que sea T € R, y(t) = z(t+71)
es una solucion maximal de (5.1) definida en (o — T,w — 7).

175
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Observacion 5.1. En el caso particular en el que el tiempo inicial es tg = 0 la
solucion de (5.2) se escribe abreviadamente:

x = x(t, xp).

Es decir, por definicion z(t, zg) = x(t,0, z¢). Usando esta notacion y el teorema
precedente, la solucion de (5.2) se representa como:

x(t, to, 1‘0) = .’L‘(t — to,x‘o).
Definicién 5.2. Se llama flujo asociado a (5.1) a la funcidn o(t, z9) = x(t, x0)-

Observacion 5.2. Una aplicion f: G C R™ — R", G un abierto de R™, también
se denomina un campo vectorial en G. La aplicacion ¢ se denomina en este caso
el flujo del campo f.

Teorema 5.3 (2% Propiedad de traslacion de fase). Sea ¢ el flujo asociado a
la ecuacion ' = f(x). Entonces:

o(t, p(s,20)) = p(t + s, 0).

En el siguiente resultado se supone por simplicidad que todas las soluciones
de 2’ = f(x) estan definidas en R.

Teorema 5.4. Supongamos que todas las soluciones de (5.1) estdn definidas en
R. Entonces la aplicacién flujo

p: RxG — G
(t,zo) +— @t wo) = x(t, z0)
satisface las siguientes propiedades:
a) ¢(t,xo) es C' y verifica 0(0,2) = z, para z € G.
b) o(ta, o(t1,20)) = p(t1 + ta,x0), para xg € G y t1,t2 € R arbitrarios.

¢) Para cada t, pi(z) := p(t,r) es una aplicacion C' y biyectiva de G en G con
inversa C':

0yt =t

Demostracion. Las propiedades son consecuencia de la definicién. ¢y : G — G
es inyectiva y sobreyectiva pues dado y en G:

y=pi(r),  x=p_4(y)
O

Observacion 5.3. Las aplicaciones biyectivas en C*(G,R™) con imagen G e in-
versa C'! se llaman los difeomorfismos de G, escrito Dif(G).

Segun el teorema precedente, el flujo ¢(¢, ) induce un grupo uniparamétrico
{pt}ter C Dif(G) para la composicién “o”:

Pty O Pty = Pty+ta-
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En el caso de la ecuacién lineal
/
= Ax

este hecho es consecuencia inmediata de la representacion explicita: ¢, = et4.
Definicién 5.5. Una drbita v de la ecuacion (5.1) es el conjunto v = {z(t) :
t € (o,w),z(t) solucion de (5.1)}, es decir, la curva parametrizada por una
solucion. El conjunto de las drbitas de (5.1) se denomina el espacio de fases de
la ecuacion. Si xg € G una semidrbite a la derecha (o la izquierda) de xo es un
conjunto de la forma,

Py = {2t to, o) 1 t € (a,w), t >to(t < tg)}-

Observacion 5.4. Una parametrizacion C! (un “camino”) es una aplicacion ¢ :
I — R" de clase C! que cumple ¢/(t) # 0 para todo ¢t € I. Una curva 7 de clase
C! es el conjunto imagen v = ¢(I) de una parametrizacién C*. Las 6rbitas son
las curvas parametrizadas por las soluciones.

Observacion 5.5. El objetivo de la teoria cualitativa es el estudio y descripcién
del espacio de fases de (5.1), con especial énfasis en el comportamiento asint6tico
de sus soluciones (cuando t — +00).

Teorema 5.6. Por cada punto xg € G sdlo pasa una drbita vy (respectivamente,
una semiorbita v ) de (5.1). Se designardn por vy(xo) (r. v (x0)). Ademds, si
dos soluciones x(t) e y(t) generan la misma drbita entonces existe T € R tal que
y(t) =z(t+ 7).

Observacion 5.6. El teorema precedente invita a reemplazar “las soluciones que
toman en algin momento el valor zy” por la 6bita v que pasa por xg. Por
otro lado, el estudio (geométrico) de las 6rbitas de (5.1) puede resolver algunos
problemas de tratamiento analitico muy complicado. Por ejemplo el estudio de
la existencia y estabilidad de soluciones periddicas de (5.1).

Ejemplos 5.7. Analicense todas las orbitas de las ecuaciones siguientes.
1.2/ =z

2.2 =z(1—2x)

3. 2/ =z2(1—2)(2—x)

4. Las orbitas de la ecuacién C*, 2’ = f(x), x € R son meramente intervalos
abiertos de la recta real, salvo las soluciones estacionarias cuyas oérbitas
son puntos.

5. 2’ = z(1l — z), ¥y’ = —y. Las 6rbitas que no son puntos criticos o tramos
de segmentos rectillineos en los ejes son

o x—1

y:yowofl T
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En efecto, la solucion de 3y = —y, y(0) = yo es y(t) = yoe ¢

la de 2’ = 2(1 — x) con z(0) = xy cumple:

mientras que

1—z 1—1‘0 ¢
= —€ .

x ZTo

6. ' =y, vy = —x. Las érbitas son 22 + 3% = 2.

5.2. Clasificacion de 6rbitas. Orbitas de una ecua-
cion en el plano

Ya hemos hablado de parametrizaciones C''. Cuando una parametrizacion
C', ¢ : I — R", esinyectiva en I se dice que ¢ es de Jordan. Una parametrizacién
¢ es cerrada si I = [a,b], ¢p(a) = ¢(b) y en ese caso la curva v = ¢(I) se dice
cerrada. Una parametrizacion cerrada se dice de Jordan si es inyectiva en [a, b),
en ese caso se dice que 7 es una curva (cerrada) de Jordan. Como en este caso
I = [a, b], los valores de las derivadas de ¢ en t = a y t = b no tienen por qué
coincidir. Asi pues, se dice que una parametrizaciéon cerrada es C! (o regular)
si ademas de ¢(b) = ¢(a) se tiene que ! ¢'(b) = ¢'(a).

Cuando ¢ es una parametrizacién cerrada de Jordan regular, ¢ admite una
extensién C' a R de periodo minimo T = b — a.

Se enuncia un resultado preliminar.

Lema 5.7. Sea x(t) una solucion de la ecuacion ' = f(z), donde f € C*(G,R").
Las siguientes propiedades son equivalentes:

i) x(t) es periddica de periodo T.
it) x(0) = z(T).
iit) Fxisten valores t1,t2 € R tales que x(t1) = x(t2)

Demostracion. Si x(t) es solucion de (5.1) con dominio (o,w) v z(t1) = x(t2)
entonces z(t1) = x(t1 + 1) donde T' = to — ¢;. Como z(t) e y(t) = z(t + T) son
soluciones de ' = f(z) con el mismo dato inicial en ¢t = t; entonces son iguales.
Esto significa que sus dominios (o, w) y (o« — T,w — T) coinciden y por tanto
han de ser R. Ademés x(t) = z(t + T) para todo t € R lo que prueba iii) = 1).
Las demés implicaciones son triviales. O

Teorema 5.8. Sea v = x(t) una solucion de (5.1). Entonces se da una y sélo
una de las siguientes opciones,

a) O bien, x(t1) # x(t2) para t1 # t2 (en este caso la drbita generada v por x(t)
se dice abierta),

b) O bien existe T > 0 tal que x(t +T) = x(t), para todo t € R, y ademds
x(t1) # x(t2) para 0 < ¢ < ta < T (en este caso se dice que x(t) genera
una solucion periédica de periodo minimal T, llamdndose “Orbita cerrada” a la
correspondiente drbita 7y),

1En realidad basta con que ¢/(b) = A\¢’(a) para algtin A > 0.
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¢) O bien z(t) = xo para todo t (en este caso se dice que xo —la drbita— es un
punto critico).

Observaciones 5.8.
a) xo es un punto critico de (5.1) si y solo si f(xg) = 0.

b) En la demostracion del punto b) se emplea Lema 5.9 que sigue. Se observa
entonces que si z(t) es una solucién periddica no constante su orbita v es una
curva de Jordan regular. El reciproco de esta afirmacion es cierto (Teorema
5.12).

c) Algunas orbitas abiertas empiezan (t = —o0) o terminan (¢ = 00) en puntos
criticos (Teorema 5.10).

Lema 5.9. Sea z : R — R" wuna funcion continua y periddica. Se cumple
entonces una de las siguientes opciones: o bien x(t) es constante, o bien x(t)
posee un periodo minimo T* > 0. En éste ultimo caso, todos los periodos de x(t)
son de la forma kT donde k € Z.

Demostracion. Si T es el conjunto de periodos de z(t) entonces 7 es un grupo
cerrado para la suma +. Si 7T = T N (0,00) y T* := inf T+, 0 bien T* > 0 o
bien 7" = 0. En éste dltimo caso existe T,, > 0 una sucesion de periodos tal que
T, — 0. Dado ¢ € R para todo n existe k = k(n) tal que:

kT, <t < (k+1)T, = x(t) = z(t — kT,) — z(0)

cuando n — oo pues 0 < t — kT,, < T), para todo n. Luego z(t) = x(0) para
todo t y z(t) es constante.

Si T* > 0 entonces T es el periodo minimo. Probamos que T = {kT™* : k €
Z}. En efecto, si T es otro periodo y no es multiplo de T,

KT* < T < (k+1)T*,

para algin entero k. De aqui se deduce que T — kKT™* es un periodo positivo
estrictamente menor que 7™ lo cual es imposible. Esto prueba la afirmaciéon. [

Demostracion del Teorema 5.8. Si la opcidon a) no se cumple entonces existen
t1 <t tales que x(t1) = z(t2) luego x(t) = x(t+ (t2 — t1)) para todo t. Es decir,
T :=t9 — t1 es un periodo. Si z(t) no es constante entonces (Lema 5.9) admite
un periodo minimo 7% > 0. En ese caso z(t) es inyectiva en [0,T*) porque si
z(th) = z(th), th,th € [0,T*), t| < ), resultaria que T’ = ¢}, — ¢} es un periodo
menor que T* 1o cual no es posible. Esto prueba b).

Finalmente si no se cumplen ni a) ni b) resulta que 7% = 0 y la solucién es
constante. O

En su momento se demostré la siguiente propiedad.

Teorema 5.10. Sea x(t) una solucion mazimal de (5.1) definida en (o, w) tal
que w = 0o (respectivamente, o = —o00) y limy oo z(t) = =* (lim;_oo x(t) =
x*). Entonces f(x*) =0 es decir, x* es un punto critico de la ecuacion.
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Se introduce ahora un resultado que permite probar la existencia de solu-
ciones periddicas a través de sus orbitas. La prueba —que ofrecemos al lector
curioso— la derivamos al Anexo I de este capitulo (ver [12]).

Teorema 5.11. SiI' es una curva de Jordan sin puntos criticos de (5.1) y 7y
es una orbita de la ecuacion contenida en I' (v C T') entonces v =T y por tanto
v es la drbita de una solucidn periddica.

En términos de la clasificacion de orbitas, las que son “abiertas” (de acuerdo)
a la terminologia del teorema, no pueden ser compactas. Se prueba también en
el anexo el siguiente resultado.

Teorema 5.12. Siy es una érbita compacta de (5.1) y no es un punto critico,
entonces es la orbita de una solucion periddica.

En particular, si la érbita v de una soluciéon x(t) de (5.1) es una curva
de Jordan entonces tal 6rbita estd parametrizada por una solucién periédica.
Notese que esta observacién tiene en la practica menos interés que el Teorema,
5.11, el cual se aplica facilmente a ecuaciones con una “integral primera’”.

5.3. Orbitas de las ecuaciones lineales
Consideramos ahora la ecuacion lineal plana
o =Axr  xeR?, (5.3)

(A es una matriz real) bajo la hipétesis det A # 0. Se dice entonces que la
ecuacién lineal es “no degenerada”. Designamos por A1 y A2 los autovalores
de A, por Vi y V5 los correspondientes autoespacios. Recuérdese que dichos
autovalores son las raices de:

A% — (traza A)\ — det A =0,

donde traza A = a1 + ass.

Se presenta a continuacién una descripcién detallada de las érbitas de la
ecuacién. Por ejemplo, en el teorema que sigue, las érbitas cerradas son elipses.
Sin embargo se da la informacioén en la terminologia del caso no lineal (donde
no se precisa la forma exacta de las orbitas).

Teorema 5.13. Sean A1 y Ao complejos conjugados, \1 = o+ Bi, Ao = a— [i,
B >0. S8 a>0 (<0) todas las drbitas de (5.3) tienden a (0,0) cuando t —
—00 (+00) y a +0o en mddulo cuando t — 400 (—o0), rotando infinitas veces
alrededor del origen (0,0) (Figura 5.1). Si a > 0 se dice que (0,0) es un foco
inestable, denomindndose estable si a < 0. Cuando a = 0, todas las drbitas son
cerradas y rotan infinitas veces alrededor de (0,0) con periodo 2m/B (en este
caso se dice que (0,0) es un centro lineal, Figura 5.2).
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). )
AN

Figura 5.1: Foco inestable (izquierda) y foco estable (derecha) de la ecuacion
lineal ©' = Ax.

(7 =
@ &

Figura 5.2: El origen (0, 0) es un centro de 2’ = Az. A laizquierda se representan
las orbitas de la ecuacién transformada y' = Jy, J la forma canénica real de A,
que son ademas circunferencias.
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Observacion 5.9. La condiciéon necesaria y suficiente para que (0,0) sea un foco
es:

(traza A)? —4det A <0 & traza A # 0. (5.4)

Si traza A > 0 el foco es inestable, si traza A < 0 el foco es estable. Notese que
la condicion det A > 0 esta implicita en (5.4).
El punto (0,0) es un centro si y sélo si:

det A>0 & traza A = 0.

Ejemplos 5.10.

a) Foco estable.

()= 5)6)
()= (0 %) 6)

Observacion 5.11. En el caso de autovalores complejos A = a +=¢83, 8 > 0, se
observa que las orbitas de y' = Jgy rotan en sentido negativo con velocidad
angular (3. Al aplicar la transformacién x = P~y para regresar a la ecuacion
original, el sentido de rotacién se mantiene si det P > 0 y se invierte si det P < 0.

Obsérvese la situaciéon de los sistemas
'\ (2 =2\ (=z
y) \1 0)\y)’

N _ (0 2\ [z

y) \-1 2)\y
En ambos casos los autovalores son A = 1 + 4. En el primero la rotacién es a
favor de las agujas del reloj, en el segundo al contrario.

b) Centro.

Teorema 5.14. Sean A1 y Ao son reales y distintos, \y # Aa. Se tienen los
stguientes casos:

a) Si M2 <0 (A1 <0 < Ay > 0), las dnicas semidrbitas positivas acotadas
cuando t — +00, que ademds tienden a (0,0) cuando t — 400 son (0,0) y las
dos semirrectas de V1 \ {(0,0)}. Andlogamente las winicas semidrbitas negativas
acotadas cuando t — —o0, que tienden a (0,0) cuando t — —oo son (0,0) y las
dos semirrectas de Vo \ {(0,0)} (se dice que (0,0) es un punto de silla, Figura
5.8).

b) M2 > 0. Si A2 < A1 < 0 todas las érbitas convergen a (0,0) cuando t — +00.

Exceptuando las orbitas en Va todas las restantes orbitas se acercan a (0,0) de
forma tangente a Vi. En este caso se dice que (0,0) es un nodo estable. Si
A2 > A\ > 0 la situacion es andloga cambiando t por —t ( (0,0) se llama
entonces nodo inestable, Figura 5.3).

Observaciones 5.12.
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Figura 5.3: A la izquierda, (0,0) es un punto de silla. A la derecha, (0,0) es un
nodo estable.

a) Una condicion necesaria y suficiente para que (0,0) sea un punto de silla es
que:
det A < 0.

b) Una condicién necesaria y suficiente para que (0,0) sea un nodo es que:
det A>0 & (traza A)? — 4det A > 0.

Si traza A > 0 el nodo es inestable, si traza A < 0 el nodo es estable.

)= 3)0)
()= 3)0)

Teorema 5.15. Supongamos que A1 es un autovalor doble y negativo.

Ejemplo 5.13.

a) Punto de silla.

b) Nodo estable.

a) Si dim Vi = 2 entonces todas las drbitas son semirectas que convergen a (0,0)
cuando t — +oo (Figura 5.4).

b) Si dim Vi = 1 entonces todas las drbitas de (5.3) convergen a (0,0) cuando
t — +00 acercindose a dicho punto de manera tangente a Vi (Figura 5.4).

En ambos casos se dice que (0,0) es un nodo estable impropio. Si A1 es
positivo, la situacion es la misma una vez se ha cambiado t por —t.

Observacion 5.14. Una condicién necesaria y suficiente para que (0,0) sea un
nodo impropio es:
(traza A)? — 4det A = 0.

Las dos configuraciones de nodo se diferencian en la multiplicidad geométrica: la
configuracion en estrella corresponde a v = 2. Notese que en ese caso la matriz
A tiene necesariamente la forma A 1.
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Figura 5.4: Las dos configuraciones de nodo impropio.

Ejemplo 5.15.

a) Nodo impropio estable.

5.3.1. Ejercicios

1. Hallense todas las 6rbitas —junto con la orientaciéon respectiva de las mismas—
de las siguientes ecuaciones:

a) ' =z, b) o' =z —2? ¢) ' = (x—1)(z—2)(z —3).

Como es la forma general de las 6rbitas v C R de una ecuacién escalar
2’ = f(z), z € R? Si v es una de tales orbitas, tracese la grafica de todas
las soluciones de la ecuacién que la tienen por érbita.

2. Estudiar las érbitas de las siguientes ecuaciones lineales dando una des-
cripcion de su comportamiento con especial énfasis en las proximidades
del punto singular (x,y) = (0,0):

' = —2x + 6y

y = —2x + by.
b)

2’ = —9x + 13y

y' = —bx + Ty.
c)

' = —18z + 30y
y' = —10z + 17y.
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d)

¥’ = —8x + 13y

y' = —bx + 8y.
z = —6y
y =2z —Ty.
¥ = —bx — 4y
Yy =-z-y
=4y
y = —z+4y.
2’ = —Tx+ 13y

Yy = —5x + 9.

185
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5.4. El comportamiento de una ecuacién plana en
el entorno de puntos criticos regulares.

Consideraremos la ecuacién C! en un abierto G del plano,

i = fi(z,x
/1 fl( 1 2) (55)
zh = fa(x1,22)
que ahora estudiamos en las proximidades de un punto critico (z., y.). Recuérde-
se a tales efectos el comportamiento de los sistemas lineales planos con respecto
al punto critico (aislado) (z.,y.) = (0,0). Nuestra primera definicién es,

Definicién 5.16. Un punto critico p. = (2.,y.) de (5.5) se dice no degene-
rado si f'(pc), la matriz jacobiana de f = (f1, f2) en p., es invertible (tiene
determinante no nulo).

Teorema 5.17. Un punto critico p. = (Z¢,ye) no degenerado de (5.5) es un
punto critico aislado para dicha ecuacion. Es decir, existe un entorno U de p.
donde no hay otros puntos criticos para dicha ecuacion.

Observacion 5.16. Para evitar confusiones sefialamos que x representaré en al-
gunos casos el vector (z1,22) (lo mismo con y, z respecto de (y1,y2) 6 (21, 22)),
en otros la primera componente del vector (z,y).

Cuando se estudia la ecuacion (5.1)

' = f(x) (5.6)

cerca de un punto critico p. € R™, resulta conveniente hacer el cambio y = z—p,
tras el que la ecuacién se transforma en (teorema de Taylor)

Y = Ay +g(y), (5.7)

donde A = f'(p.), g(y) = o(|ly|) y donde o(|y|) es una funcién C! que tiene la
propiedad:

tim 20D _ g

vl=0 [yl

Estudiar las orbitas de (5.6) cerca de p. equivale a estudiar las orbitas de (5.7)
cerca de y = 0 (jque es un punto critico de la ecuacion (5.7)!). Por otra parte,
el estudio de (5.7) cerca de y = 0 se corresponde con el de

2 =Jz+ h(z), (5.8)

con h(z) = o(|z]), ecuacion que se obtiene de (5.7) tras el cambio lineal y =
P71z, P una matriz n x n invertible; en la que J = PAP~!. Esto permite
simplificar la matriz A original con el objeto de tener el mayor ntimero de ceros
posible (por ejemplo si J es la forma canonica de Jordan de A).
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En algunos casos es conviente estudiar las ecuaciones planas en otros sistemas
de coordenadas. Por ejemplo en coordenadas polares. La ecuacion (5.5):

z' = f(z,y)
¥ =g(x,y),
se puede expresar, haciendo p? = 22 + y2?, = pcosf, y = psend, en la forma:

{p’ = R(p,9)

0 = 0(p,0). (5.9)

El fundamento de esta afirmacion reposa en el siguiente lema.

Lema 5.18. Sea ¢ : (a,b) — R2, p(t) = (z(t),y(t)) una aplicacién de clase C*
que no se anula para ningin valor de t. Sean ty € (a,b), 0y € R arbitrarios y
tales que:

(0, y0) = po(cos by, senby)  pf = x5 + u5.
Existe entonces una tinica funcion 0 : (a,b) — R de clase C* tal que 0(to) = 0o

y:
w(t) = p(t)(cos O(t),send(t)) t € (a,b),

donde p(t)? = z(t)? + y(t)?.

A los efectos del presente estudio conviene establecer la relacién entre ambas
ecuaciones. En efecto, escribiendo

x(t) = p(t) cos O(t)
y(t) = p(t) sen 6(t)

y derivando con respecto a t obtenemos:
'\  [cosf —senb\ [ p
y' ) \senf cosf pt |-

De (5.5) se obtiene la siguiente expresion de (5.9):

p =cosff +senfg <p’> _ ( cosf sen 6 ) (f>
0 = p~t(—senff + cosfyg), o' —senf/p cosb/p) \g) "

Reciprocamente, de (5.9) se obienen las ecuaciones (5.5) en la forma siguiente:

oo )= @)
Yy = p 'Ry + Oz, Yy ylp w 0/
El lenguaje de las coordenadas polares es muy conveniente cuando se trata con

orbitas cerradas o fenémenos de vorticidad en ecuaciones diferenciales ordina-
rias.
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X X

Figura 5.5: Foco inestable (izquierda) y foco estable (derecha) de la ecuacion

' = f(x).

Teorema 5.19. Sea p. un punto critico no degenerado de la ecuacion (5.5)
tal que la matriz f'(p.) admite dos autovalores A1 y Ao complejos conjugados,
es decir \y = oo+ fi, g = a— fi (> 0). Sia <0 (>0) entonces existe
un entorno U de p. tal que Vpo € U, la semidrbitas positiva v+ (po) (negativa
v~ (po)) de (5.5) tiende a p. cuando t — +oo (—o0) rotando infinitas veces
alrededor del punto p.. Si o > 0 se dice que p. es un foco (no lineal) inestable,
o foco estable si o < 0 (Figura 5.5).

Demostracion. Suponemos o < 0. Haciendo el cambio z =z — p., z = P!y la

ecuacion se reescribe:
;[ @ 8
y = (—6 a) y+9y)

donde |g(y)| = o(]y|) cuando |y| — 0. Se observa que  — p. si y sélo si y — 0.
Cambiado y a polares se obtiene:

P =ap+gycosf+ gasend
0 = —B — grsenf + go cos b

Tomamos 0 < ¢ < min{—«, 8} y existe § tal que |g(y)| < ely| para |y| < 0.
Tomando un dato inicial pg < 0 se tiene inicialmente:

pt) <6 =p <(ate)p = p(t) < poel>er.

La negatividad de « + ¢ implica que siempre se ha de tener p(t) < ¢, luego
la solucion esta definida en [0, 00). Ademas p(t) — 0 exponencialmente cuando
t — o0. Yendo a la segunda ecuacién resulta que:

B0 — (B+e)t < O(t) < 0+ (= + )t

para todo t > 0. Asi 6(t) — —oo y la semiérbita yT(pg) gira infinitas veces
alrededor del origen cuando t — oo. O

Observacion 5.17. Si o = 0 en el teorema, no se puede predecir en principio el
comportamiento de las 6rbitas cerca de p.. La situacién genérica es que salvo
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por un numero finito, se pierden la totalidad de las érbitas periddicas de periodo
27/ del caso lineal. En el ejemplo,

p/:_p3
0 =—1

que en coordenadas cartesianas se expresa

{m/: - oa? +97)
/

y = —z—y(a* +y?),

desaparecen todas las soluciones peridédicas del problema lineal asociado

p'=0 o=y
0 =-1 y = —u.
Lo mismo sucede con

p=p o' = y+a(@®+y?)
6 =1 y' = —z+yla®+y?)

En los siguientes teoremas es necesario suponer que f = f(x) es de clase C?
en (5.5).

Teorema 5.20. Supongamos que los autovalores A1 y Ao de f'(p.) son reales y
distintos, \1 # Ao. Entonces,

a) [Propiedad del punto de silla] Si AAa < 0 (A1 < 0 < A2) existe un entorno
U de p. , dos semidrbitas positivas 1, 72, y dos semidrbitas negativas I'1, I's
contenidas todas ellas en U con las propiedades siguientes. Todas las semidrbitas
positivas v que estén contenidas en U satisfacen v+ C y1UveU{p.} y convergen
ademds a p. cuando t — +o0o, aproximdndose a p. de forma tangente a la
recta p. + V1 (V1 el auloespacio asociado al autovalor \1). Andlogamente, toda
semiorbita negativa v~ en U debe estar contenida en Ty UTy U {p.} y deberd
aprozimarse a p. cuando t — —oo de forma tangente o la recta p. + Vo (Vo el
autoespacio asociado a A2). Ademds, 1 y Y2, asi como I'1 y T'a se aproziman a
pe siguiendo sentidos opuestos (Figura 5.6).

b) M2 > 0. Si Ay < Ay < 0 emiste un entorno U de p. en el que todas las
semidrbitas positivas (omitimos a continuacidn la palabra positiva) convergen a
pe cuando t — 400. Exceptuando dos semiorbitas en U, 'y, I'a, llamadas sepa-
ratrices, que convergen a p. de forma tangente a p.+ Vo (en sentidos opuestos)
cuando t — 400, todas las restantes semiorbitas en U se acercan a p. de forma
tangente a p. + V1. Si Ao > A1 > 0 la situacion es andloga cambiando t por —t
(Figura 5.6).

El siguiente teorema generaliza los fenémenos correspondientes observados
en el caso lineal.
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Figura 5.6: Un punto de silla (izquierda) y un nodo estable (derecha) en el caso
no lineal 2’ = f(z). Las orbitas se representan en un entorno adecuado U del
punto pc.

Figura 5.7: Las dos configuraciones de la versién no lineal del nodo impropio
estable. Las érbitas se representan en un entorno U del punto p..

Teorema 5.21. Supongamos que A1 es un autovalor doble y negativo de f'(p.)
representando por Vi el correspondiente autoespacio.

a) Si dim Vi =2 entonces existe un entorno U de p. donde todas las semiorbitas
convergen a p. cuando t — +oo. Ademds, por cada semirrecta que empieza en
pe eriste una semidrbita YT que se aprozima a p. de forma tangente a dicha
semirrecta, cuando t — +o0.

b) Si dim Vi =1 entonces eziste un entorno U de p. donde todas las semiorbi-
tas v* convergen a p. cuando t — +oo acercindose a dicho punto de manera
tangente a la recta p. + V1 (Figura 5.7).

Las siguientes definiciones fueron introducidas por M. Lyapunov a principios
del siglo XX.

Definicién 5.22. Un punto cirtico p. de (5.5) se dice estable si Ve >0 36 > 0
(que depende de € y en principio de ty) tal que si To cumple |To — pe| < 0
entonces |x(t, to, To) — pe| < € para todo t > tg.
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Un punto critico p. de (5.5) se dice asintdticamente estable si a) es estable,
b) existe r > 0 (que en principio depende de ty) tal si |To — p.| < r entonces:

Ii To) = Pe -
t—i—&-moox(t’towro) Pc

Ejemplos 5.18.

a) El punto critico (0,0) es estable para la ecuacion:

=y
ylzfxa

pero no es asintéticamente estable.

b) (z,y) = (0,0) es un punto critico asintéticamente estable para la ecuacién
=y
Yy =-z—cy,

En los resultados precedentes estan implicitos los siguientes teoremas tam-
bién debidos a Lyapunov.

donde ¢ > 0.

Teorema 5.23 (Lyapunov). Sea p. un punto critico de la ecuacion (5.5) tal
que f'(p.) tiene sus autovalores con la parte real negativa. Entonces p. es asin-
toticamente estable.

Corolario 5.24. Sea p. un punto critico no degenerado de la ecuacion (5.5)
tal que alguno de los autovalores de f'(p.) tiene la parte real positiva. Entonces
Ppe es inestable.

Observacion 5.19. Se demuestra en un curso de teoria de estabilidad (ver [6]) que
tanto el Teorema 5.23 como el Corolario 5.24 son ciertos en el caso n-dimensional.
Mas atn, en el caso del Corolario 5.24 la condicién de no degeneracién de p.
resulta superflua.

5.4.1. Péndulo con fricciéon

Un péndulo de longitud [, masa m moviéndose por efecto de la gravedad
en un medio donde la friccién aerodinamica es ¢ > 0 se describe mediante la
ecuacion: ) ) . g

0+ kO + hsenf =0, k=—, h:?

Los equilibrios, médulo simetrias son (6,v) = (6,0) = (0,0) y (8,v) = (0,0) =
by
El segundo siempre es inestable y da lugar a un punto de silla.
El primero es un foco estable si k? < 4h, un nodo impropio si k2 = 4h y un

nodo estable si k2 > 4h.

Observacion 5.20. El péndulo sin friccién ¢ = 0 es ligeramente mas dificil de
analizar. Eso se hard méas adelante.
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5.4.2. Especies en competicion

Dos especies x e y que compiten en un medio por los mismos recursos pueden
describirse mediante el sistema de ecuaciones:
T Y
¥=riz(l--——-=
1 K, B
xz Yy
F=ry(1— = — =2,
y =ray(l— = Kz)

en donde z(t) e y(t) representan el namero de individuos (todos los coeficientes
son positivos). Efectuado las normalizaciones:
x y A B o

v=—"—, a=-—, [B=—, T=1r1t, A=,

UZE’ Ky’ Ky’ Ky 1

obtenemos el sistema simplificado:

v
W =ull—u—-)
" B
v =Xl - ——0).
(12 —v)
Siempre tiene tres equilibrios que representan la exitincién de las especies o de

alguna de ellas:
(u,v) = (0,0), (u,v) = (1,0), (u,v) = (0,1).

Como estamos interesados tinicamente en soluciones positivas, existe un equili-
brio positivo (de componentes positivas) si y solo si

(a=1)(B—1)>0.

Este es: B-1) 5( 3
a(b — o —
=051 T ap—1-

El punto (u.,v.) es estable cuando a8 > 1. En ese caso (1,0) y (0, 1) son sillas.
El punto (uc,v.) es un punto de silla cuando a8 < 1. En ese caso (1,0) y (0,1)
son nodos estables.

El punto (0,0) es en todos los casos inestable (nunca se da la extincion
simultanea de las dos especies). Més precisamente, es un nodo inestable.

5.4.3. Presa y depredador

En una variante de la situacién anterior x es una presa sometida a creci-
miento logistico mientras y es su depredador. Un posible modelo que describe
esta situacion es:

x’:rx(l—i—g)
K B

y' = Cay — Dy,
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en donde todas las constantes implicadas son positivas. Si efectuamos las nor-
malizaciones:

x D Y K B D
u i” x C? U B’ a i’ ) B KQ? T T ? 7" ?
la ecuacion se escribe en la forma:
u =u(l-— 4 v)
o
v = d(u—1).

El punto (0,0) es siempre un punto de silla. El punto (a,0) es un nodo estable
para 0 < a < 1 y un silla para a > 1. Para a > 1 existe otro punto de equili-
brio de componentes positivas (en el modelo sélo tienen sentido las soluciones
positivas) dado por:

-1
U, =1 Ve = )\a .
@
Dicho punto es un nodo estable para
0< A< ———
“do(a—1)
y un foco estable para
A > !
da(a—1)°

5.4.4. Ejercicios

1. Sea f : U ¢ R? — R? continua en un entorno U del origen (0,0) y
A € Mo una matriz invertible. Supongase ademéas que

o @)

le|—0 ||

Demuéstrese la existencia de un entorno V' de (0,0) en el que (0,0) es la
Gnica solucién de:
Az + f(z) = 0.

2. Estudiar los equilibrios de las ecuaciones:
P =Fp
0 =-1
3. Estudiar los equilibrios de la ecuacién:

p'=p(l—p)
0 =—1

Describir el resto de las orbitas.
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Analizar los equilibrios de la ecuacién:

W =u(l—u-— E)
uﬂ A>0,aa>0,8>0.
v = Xv(l — . v),

Demostrar que todas las solucién con datos iniciales positivos son siempre
positivas.

Analizar los equilibrios de la ecuacion:

u’:u(lfgfv)
o a>0,A>0.
v =Xv(u—1)

Demostrar que todas las solucién con datos iniciales positivos son siempre
positivas.
Estudiar el comportamiento de las érbitas de la ecuacién:
Z2
- 2 2)1/2°
log(z? + 23)1/

29!

Th=—Ty+ ————sr
2 2+ log(x? + 23)1/2

) =-—m
cerca del punto critico (0,0). En la ecuacion, se entiende que el segundo
miembro se anula en (0,0).

Observacion. El segundo miembro es de clase C! pero no es C? cerca de
(0,0). Notese que la parte lineal de la ecuacién constituye un nodo estable
impropio.

Estudiar el comportamiento de las 6rbitas de la ecuacién:

I1 ’ Z2

r_ — _ o
B P R AN R P e

cerca del punto critico (0,0). En la ecuacién, se entiende que el segundo
miembro se anula en (0,0).

& Sea p. un punto critico no degenerado de la ecuacion =’ = f(z) (se
supone que f es de clase C!). Supongamos, como en el Teorema 5.21-b),
que A = f/(p.) posee un autovalor real doble A\; < 0 de multiplicidad geo-
métrica 1. Demuéstrese que para todo € > 0 existe un cambio de variable
x = P~ 'y+p., donde P es una cierta matriz invertible, tal que la ecuacién
se transforma en:

' (M0
v =Jy+9(y), J—(€ /\1),

lg(v)l
ly]
adecuadamente ¢, que todas las semiérbitas positivas 7T que empiezan

cerca de (0,0) tienden a (0,0) exponencialmente cuando t — oo.

en donde lim,|_,o = 0. Pruébese, cambiando a polares y eligiendo
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5.5. La ecuacién orbital

Consideremos la ecuacion (5.5)

cuyo segundo miembro suponemos de clase C'! en algin dominio G del plano.

Vamos a estudiar geométricamente la drbita v que pasa por po = (o, yo)-
Supongamos que pp no es punto critico (en caso contrario todo esta dicho).
Entonces f(po) 6 g(po) son no nulos. Supongamos que, por egjemplo, f(pg) # 0
v sea {2 la componente conexa del conjunto

{(z,y) : f(z,y) # 0} (5.10)

a la que pertene pg. Entonces se tiene que aquella parte de v que se encuentra en
Q , es decir YN, viene descrita por la grafica de la solucion maximal y = Y (x)
del problema

dy _ g(x,y)

dz f(z,y)

y(xo) = o
Normalmente, la 6rbita completa v cruza varias de las componentes conexas del
conjunto (5.10) a traves del lugar f(z,y) = 0 que tipicamente consta de la unién
de varias curvas. En un punto (z1,y1) de la curva f(x,y) = 0 la componente
conexa de la orbita v en el abierto {(x,y) : g(x,y) # 0} se puede expresar como
la grafica de la solucion maximal z = X (y) del problema

(z,y) € (5.11)

dr _ f(x,y)
dy  g(x,y) (5.12)
z(y1) = 1.

Las ecuaciones (5.11) y (5.12) se denominan la ecuacion orbital y se pueden
escribir de manera conjunta como:

dx dy

flzy)  gla,y)
Todas estas ideas se extienden facilmente al caso n-dimensional.
Una descripcion méas detallada de las afirmaciones precedentes se recoge en
el Anexo TII.

Ejemplo 5.21 (Circunferencias). La ecuacién orbital de la ecuacion

=y
y/:_$7

en la region y # 0 es
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Las soluciones hacen constante la funcion V (z, y) = 22+y2. Se puede comprobar
que todas las 6rbitas son circunferencias.

Ejemplo 5.22. [Ecuaciones de Lotka-Volterra]. Las ecuaciones de Lotka-Volterra:
dz

E:Axfoy

dy

—_ = — D

7 Cy + Dxy

constituyen un modelo sencillo para “imitar” la relaciéon troéfica entre una presa
(z el namero de efectivos) y su depredador y en un medio. Las ecuaciones ganan
mucho si refieren a la poblacién de equilibrio:

_¢ _4
‘/1:0 D’ yC - B
En efecto, llamando:
T y
U= —, v=—,
Lo Yo
e introduciendo la escala de tiempos:
T=At
obtenemos: J
d—: =u(l —v)
(5.13)
d
dit} =av(u—1)

C
o= e Considerando la ecuacién orbital:

dv _ av(u—1)
du  u(l—v)’
y haciendo separaciéon de variables se observa que la funcién:
V(u,v) = a(u — logu) + v — logv,

se conserva sobre las soluciones de las ecuaciones de Lotka-Volterra en el primer
cuadrante, es decir, V(u(t),v(t)) es constante sobre cada solucién (u(t),v(t)).
Mas generalmente se tiene la siguiente definicion.

Definicién 5.25. Una funcion C1, V =V (z), se dice una integral primera para
la ecuacion n-dimensional (5.1) si V(x(t)) = c (constante) sobre cada solucion

x(t).
Teorema 5.26. Una funcion V =V (z) de clase C' es una integral primera de
la ecuacion (5.5) en G si y sdlo si

VV(x)- f(x) =0 (producto escalar)

para cada v € G.
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Demostracion. Al considerar la funcion ¢(t) = V(x(¢)), ésta es constante si y
solo si ¢'(t) = 0, pero

¢'(t) = VV(x(t) - f((1)).

Observaciones 5.23.

a) Si la ecuaciéon (5.1) admite una integral primera en un abierto Gy v C G es
una orbita de la ecuacion entonces v C {o € G : V(x) = ¢} para cierta constante
c.

b) La funcién V(u,v) = a(u — logu) + v — logv es una integral primera de las
ecuaciones de Lotka-Volterra.

La siguiente propiedad se sigue del estudio de las ecuaciones exactas en el
Capitulo 1.

Proposicién 5.27. Consideremos la ecuacion C' en un dominio G del plano:

Y supongamos que

of  of
div(f,g) = —+ =—=0 ,y) € G.
w(f,9) =3 By (z,y)
Entonces, todo punto py € G admite un entorno U en el que estd definida una
funcion V =V (z,y) de clase C (iinica salvo constantes aditivas) tal que:

oV ov

= L=y
dy Or

en U. En particular, V(x,y) es una integral primera en dicho entorno. Si ade-

mds, G es simplemente conexo, entonces se puede construir una integral primera

en la totalidad de 2

Observacion 5.24. La existencia de integrales primeras en el entorno de puntos
criticos en el plano es normalmente evidencia de la existencia de 6rbitas cerradas
(infinitas) rodeando al punto singular (centros no lineales).

Ejemplo 5.25. Si V(x,%) es una funcién C! en un dominio G' del plano entonces
V' es una integral primera de la ecuacién:

=V,

y/ = _Va;-
en el dominio G. Una ecuacién de este tipo se llama un sistema Hamiltoniano
(la notacion H(z,y) en lugar de V(x,y) es mas comun).
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FEjemplo 5.26. [Ecuacion del péndulo]. La ecuacion:

2"+ f(z)=0

=y
Y = —f(=).

Una integral primera tiene la forma:

se puede escribir,

2
View) =%+ Fla)

donde F(z) = [; f(s) ds. Para trazar las 6rbitas de la ecuacién basta construir
las curvas de nivel de la funcién V, poniendo atencién en aquellos casos donde
dichas curvas contienen puntos criticos de la ecuacion.

Debe resaltarse que los puntos criticos del sistema son de la forma (z*,0)
donde f(z*) = 0. Tales z* son asi los puntos criticos de la funcion F(z).

Se distinguen ahora dos casos: f'(z*) > 0. Entonces 2* es un minimo relativo
estricto de F' y para valores c de la energia:

cF=F@")<e<c +94
las curvas de nivel V = ¢ constituyen orbitas cerradas (curvas de Jordan) cuya

expresion explicita es:
y==xv2(c — F(x)).

El punto (z*,0) esta rodeado por una familia de ortitas cerradas: se le denomina
un centro no lineal.

Si f'(z*) < 0, 2* define un maximo relativo estricto de F. El punto (z*,0)
es un punto de silla y para ¢* = F(z*) la curva V = ¢*, es decir:

y=+v2(c — F(2)),

contiene a las variedades estable e inestable de (z*,0). Agrupa asi al punto critico
y localmente, a cuatro semidrbitas (dos positivas, dos negativas). El resto de las
orbitas proximas a (z*,0) se construye dandole valores a c:

cF—0<e<c+906
y trazando las las curvas de nivel V = c en la forma:
y = t++/2(c— F(x)).
En el caso especifico de la ecuacién del péndulo sin friccién:
6 +senf =0

una integral primera es:

2

V:%—I—(l—cosé)), v=80.
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Ya se dijo que si V' es una integral primera de la ecuacion (5.1) en un dominio
G del plano entonces sus orbitas estan contenidas en los conjuntos de nivel

{(z,9)/V(z,y) = c}

(c = constante). Sin embargo, como muestra el ejemplo del péndulo, V (z,y) = ¢
puede contener en algunos casos mas de una oérbita.

Sin ir mas lejos, si z(t) es una soluciéon de (5.1) en R™ tal que z(t) # z* y
satisface z(t) — z* cuando t — 0o 6 t — —oo entonces tanto la o6rbita v de x(t)
como {z*} yacen en el mismo conjunto de nivel V(z) = ¢ (jpor qué?).

Para averiguar el naumero de orbitas (que en algunos casos patologicos pu-
diera ser infinito) dentro de un conjunto de nivel V' = ¢ tenemos la siguiente
propiedad relativa al Ejemplo 5.25.

Proposicién 5.28. Sea V : R?2 = R una funcion C? y consideremos el sistema

=V,
y/ = _V;v~

Sea P el conjunto de puntos criticos de dicha ecuacion. Supéngase que el con-
junto de nivel {V = c} es no vacio. Entonces en {V = c}\'P hay tantas orbitas
como componentes conexas tenga dicho conjunto.

Demostracion. Comenzamos con una observacion. Si pg = (xo, yo) € {V = c}\P
entonces, por el teorema de la funcién implicita, existe un entorno Uy de py en
R? tal que:

{V =\ P)NUo = {(2,9) : y = h(x) « € (20 — 2,20 + &)}

para ciertos € > 0 y una funcién h(z) de clase C! en (zg — ,20 + ¢) (hemos
supuesto que f =V, # 0 en po, caso contrario g = —V, es no nula en pg y una
afirmacién anéloga es cierta si intercambiamos los papeles de x e y).
Notese que y = h(x) es la solucion en (xg — €, 29 + €) de la ecuacion orbital
dy

g
de  f
con la condicion inicial y(xg) = xo.

Sea ahora 7 una érbita cualquiera en {V = ¢} \ P parametrizada por una
solucion (£(t),n(t)), t € (a,w). Sabemos que v C {V = ¢} \ P y como v es
conexa, esta contenida en la componente conexa C en {V = ¢} \ P que pase por
cualquiera de los puntos de 7.

Probamos en primer lugar que v es un abierto en {V = ¢} \ P. En efecto si
po = (£(to0), n(to)) sabemos que:

mientras
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con la condicion inicial £(tg) = x¢. Como f(z, h(x)) # 0 en (zo—e, xo+¢) se tiene
que £(t) recorre la banda (zg — €,z + €) en tiempo finito y como (£(¢t),n(t)) es
una solucién maximal, el intervalo de tiempo donde ello transcurre estd incluido
en (o, w). Ahora si &(t) recorre (xo—e, xg+¢) ello significa que (£(t),n(t)) recorre
completamente {V = ¢} \ P) N Uy que esta entonces contenido en +.

Ahora demostramos que v es un cerrado en {V = ¢} \ P. Supongamos
que p* = (2%, y*) = Um(&(ty), n(tn)) v sean U* y h*(z) el entorno y la funcion
introducidos al comienzo de la prueba y asociados al punto (z*,y*) ((z* —e,2*+
e) es el dominio de existencia de h*). Para n grande se tiene que (£(t,),n(tn)) €
U* por lo tanto si £* = £(¢,,) entonces £(t) resuelve:

&= f(&n(9))

con dato inicial £(t) = £€* en t = t,,, con n(t) = h*(£(t)). Como f(&,h*(£)) # 0
en (z* —¢e, 2" +¢) entonces £(t) toma todos los valores del intervalo (z*—e, z* +¢)
en un entorno finito de t,. En particular £(¢*) = 2* y n(t*) = h(z*) = y* (se ha
tenido en cuenta que (£(t),n(t)) es una solucién maximal). Luego p* € .

Como 7 es a la vez abierto y cerrado en {V = ¢} \ P entonces v = C y hemos
terminado.

O
Ejemplo 5.27. La ecuaciéon
=y
y/ = 1‘2 -,
estd en las condiciones de la propiedad para la funcién:
2 2 3
V = fyi + ,i _ 2
2 2 3
El conjunto,
1
V(fE,y) = 67

consta de cuatro orbitas. Una de ellas el punto critico (1,0). Si de V = 1/6
quitamos (1,0) obtenemos tres componentes conexas que son las o6rbitas no
triviales que hay en V = 1/6. La componente conexa acotada es una oOrbita
que conecta el punto (1,0) consigo mismo empleando un tiempo infinito en el
trayecto. Tal 6rbita se llama homoclinica.

La siguiente propiedad resulta de mucha utilidad para ampliar el alcance de
la, Proposicién 5.28.

Proposicién 5.29. Sean (f,g) un campo C1 en un dominio G del plano y 1 =
w(z,y) una funcion continua en G que no se anula nunca (por tanto mantiene
el signo). Entonces las ecuaciones (5.6) y

x = u(x7y)f(x7y)
Y = u(x,y)g(x,y),

poseen exactamente las mismas drbitas en G.
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5.5.1. Interacciones presa y depredador

El punto p. = (1,1), es un equilibrio para las ecuaciones de Lotka-Volterra

(5.13). La matriz:
f(pe) = (2 _01) :

Los autovalores son A = +iy/a y por tanto el comportamiento de las orbitas
cerca de (1,1) es dudoso desde el punto de vista de los resultados descritos en
este capitulo. Sin embargo la funcion

V(u,v) = a(u —logu) +v —logv — (o + 1),

permite describir las orbitas cerca de (1,1) (incluso en la totalidad del primer
cuadrante). Se comprueba que:

a) V es estrictamente convexa en u > 0,v > 0.
b) (1,1) es el unico punto critico de V en el primer cuadrante.

¢) V(u,v) = oo cuando (z,y) tiende a cualquier punto de los semiejes u > 0
ov > 0. Ademaés (1,1) es un minimo absoluto de V' en el primer cuadrante
en donde V' toma el valor 0.

Para cada ¢ > 0 la curva de nivel T,
V(u,v)=c¢

representa una curva de Jordan (convexa) que contiene a (1,1) en su interior.
Como no contiene punto critico alguno se concluye (ver la primera seccion del
capitulo) que es la 6rbita de una solucion periodica. Ademas, T'. — (1, 1) cuando
¢ — 0+. Por tanto (1,1) tiene la estructura de un “centro” y por ello este tipo
de puntos se denomina un “centro no lineal”. Se tiene asi un ejemplo donde la
estructura lineal también se reproduce en el caso no lineal. El primer cuadrante
esta lleno de drbitas cerradas que rodean al equilibrio (1,1). Representan las
fluctuaciones periodicas del sistema presa depredador en torno a sus valores de
equilibrio.

Se comprueba asimismo que el origen (0,0), el estado de extincion del siste-
ma, es un punto de silla. Los ejes constituyen sus variedades estable e inestable.

Observacion 5.28. El sistema (5.13) no siendo Hamiltoniano tiene exactamente
las mismas 6rbitas que

Ul = ‘/1)

v ==V,

Basta multiplicar ambas ecuaciones por = uv para obtener (5.13). Se le aplican
asi las conclusiones de la Proposicién 5.28.
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5.6. Soluciones peridédicas y el problema de los
dos cuerpos

Una cuestion de capital importancia de la que no se ha tratado es la de la
existencia de Orbitas cerradas de ecuaciones auténomas, que se conocen como
oscilaciones libres o ciclos entre otros nombres.

El ejemplo fundamental de érbitas cerradas lo brindan las érbitas de objetos
celestes (estrellas, planetas, satélites, etc) que es de donde se importd precisa-
mente la terminologia “érbita”.

El problema de los dos cuerpos, que tratamos a continuacién, se sitiia en los
propios origenes del cédlculo infinitesimal.

Se consideran dos cuerpos o masas mi y mso (dos objetos celestes) que in-
teractian entre si por efecto de la atracciéon gravitatoria mutua. Una prueba
rigurosa de que el movimiento relativo de los mismos siempre es una conica la
dio Newton por vez primera al integrar de forma geométrica las ecuaciones del
problema.

Como se explico en el Capitulo I —Ejemplo 77—si 7 es el centro de gravedad,
Ty — T, To — T son las posiciones relativas de los cuerpos con respecto al centro
de gravedad, T = Z9 — Z; entonces

T —F=—0%, To—7=(1-0)z,
donde 1 — 6 =my /M, 6 = ms/M y finalmente:

. z

T=—p—
aER

donde p = GM = G(m; +m3). El movimiento de Z es plano, basta con derivar

el producto vectorial:

(TXZ)=ZXT+TxT=0,

luego = x Z = e (e constante) y T - e = 0. El movimiento es pues plano.
Usando entonces coordenadas polares (p, ) se llega a las ecuaciones:

. 12 I
pP— r0* = 7o
P2
P+ 2p60 = 0.
De la segunda relacién se deduce que J = ,029 es una constante del movimiento

que resulta especialmente relevante. En efecto, el area A barrida por la 6rbita
entre los instantes to y t (de dngulos correspondientes 6y y ) resulta ser:

(4

1

A(e):/ SP(00)? doy,
0o

en donde p = p(0) en la 6rbita. Como p = p(t), 8 = 0(t), la velocidad areolar
(A(O(¢)) vale:
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La conservacién de J es entonces una prueba de la segunda ley de Kepler.

Por otra parte:
2

p
dt = £,
luego, si h = h(t) es una funcién de t:
dh _ Jdh
dt — p?do’
2h g d [ Jdh
di?  p?do <p2dt> ’

Para p = p(0):

P2 p3

Jd(Tdp\__p T
p% de \ p? dt

1
Poniendo u = — llegamos por fin a:
P

- L,
72
de donde:
u= %—&—Ccos(@—w), B > 0. (5.14)

El valor de las constantes J, w y C viene dado por las condiciones iniciales:
~ i6) = i0
To = poe"”?, To = p1e"t,

en la forma:

po = p1cos(br — 6p), 0y = Z—; sen(6; — 0p), J = p1posen(6y — b0g),

donde po = p(0), 6y = 6(0), mientras C'y el angulo w se deducen de la ecuacion:

en particular:

De la ecuacioén (5.14)
r= 1+ecos(d —w)’

— 1Y ., . ..
con p~! = —5, e = Cp, que es la ecuacién de una conica de excentricidad e.

No es dificil comprobar que e = 0 corresponde a la circunferencia, 0 < e < 1 a
la elipse, e = 1 a la pardbola y e > 1 al caso de la hipérbola. En consecuencia,
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las érbitas del movimiento relativo son cénicas. Obsérvese que en el caso de las
elipses y circunferencias se obtienen 6rbitas cerradas. Se deduce asi de forma
directa la existencia de movimientos periédicos en el problema.

En todos los casos, el origen = 0 esta localizado en uno de los focos de la
coénica, lo que significa que los planetas orbitan entorno al centro de gravedad
que constituye uno de los focos de la cénica. Cuando m; es mucho mas grande
que my (sol-tierra) se puede suponer que m ocupa el centro de gravedad, que se
mueve en movimiento rectilineo uniforme y que es mo quien orbita alrededor de
m1. Esta es la primera ley de Kepler que afirma que las 6rbitas de los planetas
alrededor del sol son elipses y que éste se halla en un de sus focos.

Suponiendo érbitas elipticas w marca el argumento del “periastro” (“perihe-
lio” en el caso del sistema sol-tierra, “perigeo” en el sistema tierra—luna). Es
el angulo que marca la posiciéon mas proxima del cuerpo ligero (la tierra) con
respecto al méas pesado ms > my (el sol).

Con so6lo un poco de trabajo maés se prueba facilmente la tercera ley de Kepler
para orbitas elipticas que afirma que el cuadrado del periodo T' es proporcional
al cubo del semieje mayor de la érbita, con una constante que es independiente
del planeta (ver mas detalles en [8], una excelente introduccién a la mecanica
celeste). El periodo T es, obviamente, el ailo del planeta.

5.6.1. Ejercicios

1. Hallense los puntos singulares y decidase —siempre que sea posible— el
comportamiento de las 6rbitas en las proximidades de dichos puntos:

2)

¥=y—1
y =x+y+5.

' =32% —ay

Y = dxy — 3y°.

2. Las mismas cuestiones que en el problema anterior para los sistemas pla-

0) {x’l =1-—1y ) {x’l =(x1 —1)(xz2—1)

xh = a3 + 29, xh=(x1+ 1) (z2+ 1),

d) 3 (e > 0),

1

=y W =v+u—=ud

c)
Yy =x" —x, U/:—E’U,

e)u”" +cu' +u(l—u)=0 ceR.
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En el caso ¢) demuéstrese que las soluciones (x(t),y(t)) de la ecuacién

hacen constante la funcion (Ejemplo 5.26):

1 1 1
Vi(z,y) = 51/2 + §$2 - 11’4-

3. Estudiense las érbitas de los siguientes sistemas auténomos no lineales:

a)

!
1‘21‘2

y =a?+y’ +ay.

¥=z+y+6
y =3z —y—6.

I/ — I2 _ 2y73

y = 32% — 2xy.

. Estudiense las orbitas de la ecuacion (ver el Ejemplo 5.26):

2" +senx = 0.

. Estudiar las orbitas de la ecuacién (ver el Ejemplo 5.26):

=y
yI:$2_.’E,

. Analizar las orbitas de la ecuacion:

2= (=3z—y)(2® +y*> - 1)
y' = 2x(x® +y? - 1).

Indicacion. Obsérvese que, tomando las debidas precauciones, la ecuacién

orbital es sencilla.

Dedutzcanse las expresiones para po, 0y, J, C y w presentadas en el pro-
blema de los dos cuerpos. Demuéstrese la afirmacién alli enunciada sobre

la posicion que marca el perihelio.

Indicacion. Se tiene:
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5.7. Anexo I: Orbitas que son curvas de Jordan

Presentamos algunos lemas (cf. [12]). En lo que sigue usamos las letras J, I
para designar los intervalos cerrados [a,b] y [, ], respectivamente.

Lema 5.30. Sea h:J = R, J = [a,b], continua y localmente inyectiva. Enton-
ces h es inyectiva y por tanto estrictamente mondtona.

Demostracion. Observamos que si h es inyectiva en J entonces h(a) < h(b) 6
h(a) > h(b). En el primer caso por ejemplo, h(a) < h(y) < h(b) sia <y <b
pues si, pongamos por caso, h(y) > h(b) existirfa a < ¢ < y con h(c) = h(b)
(teorema del valor medio) lo cual no es posible. Si a < z < y < b aplicamos el
razonamiento en el intervalo [a,y] y concluimos que h(a) < h(z) < h(y). Por
tanto h es creciente (estrictamente) en J.

Ahora probamos el lema. h es inyectiva en el intervalo [a,a + €] por tanto
creciente (por ejemplo) en [a, a + £]. Ponemos:

¢ =sup{t € [a,b] : h creciente en [a,t]}.

Ha de ser ¢ = b pues si ¢ < b entonces h es estrictamente mono6tona en [c—4d, c+0]
para cierto § > 0 y por tanto creciente en dicho intervalo. Esto contradice la
definicién de c.

O

Lema 5.31. Sea ¢ : I — R™ una parametrizacion de Jordan con C = ((I) y
z:J — R"™ una parametrizacion C* (Observacion 5.4) con 2(J) C C. Entonces
existe una unica funcion continua y estrictamente mondtona h : J — I tal que:

z(t) = ¢(h(t))
para cada t € J.

Demostracion. Como ( es inyectiva h = (1o 2.

Por otro lado z(t) es localmente inyectiva porque 2'(t) # 0 en J. En efecto,
ello implica que cada ty € J admite un entorno U donde alguna de las com-
ponentes z;(t) de z(t) es inyectiva, luego la propia z(t) es inyectiva en U. En
consecuencia, h también es localmente inyectiva.

Ahora ¢ : J — C, C = ((I) es un homeomorfismo porque es continua,
biyectiva y C es compacto (esta observacion es valida para todas las parametri-
zaciones de Jordan). Asi h también es continua y en virtud del lema precedente
hemos terminado. O

En el siguiente resultado consideramos f : G C R® — R", G un abierto, f
de clase C! y la ecuacion diferencial auténoma (5.1):

¥ = f(x).

Teorema 5.32. Sea C C R" una curvae de Jordan que no contiene puntos
criticos de la ecuacion (5.1). Sea z(t), t € (a1,w1), una solucion mazximal de

dicha ecuacion cuya orbita v C C. Entonces x(t) es una solucidn periddica y
v=0C.
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Demostracion. Como C es un compacto de los resultados de prolongacion se
sigue que (a1,w;) = Ry z(t) esté definida en todo R.

Suponemos que ¢ : I — R™, I = [«, f] es una parametrizacién de Jordan
cerrada que parametriza C, por tanto ¢ es inyectiva en [, 5) v ((a) = ¢(B).
Ahora observamos que la extension T-periddica ¢ de ( a R, T = 8 — «, es tal
que la restriccion C_| 1, de ¢ a cualquier intervalo de la forma Iy = [to,to + T
es también una parametrizacién de Jordan de C. Esto nos permite suponer
que el valor inicial z(0) de la solucion coincide con el punto inicial-final de la
parametrizacion:

Ahora definimos:
c=sup{t > 0:z[0,t] # C}.

Primero observamos que ¢ > 0 porque z[0,e] — z(0) = {(«) cuando € — 0+ y
C no es un punto.

Por otro lado, para 0 < ¢’ < ¢, [0,¢'] € €’ C C donde C’ es un arco de Jor-
dan. En efecto, observamos que C'\ {z(0)} =~ (a, 8) (“~” = “homeomorfo”). Por
otro lado, (0, ¢’) es conexo en C'\ {z(0)} luego ¢ ~*(x(0,c’)) es un subintervalo
estrictamente contenido en (c, 8) lo que significa que (~(2(0,¢")) C (o, B —¢)
o que ¢~ (z(0,c)) C (a+¢,B) para algin €. Suponiendo por ejemplo el primer
caso, z(0,¢") C ([a, B — €. Por continuidad z[0,¢’] C ([o, 8 — €] que prueba la
afirmacion formulada si se toma C' = ([a, 8 — €].

Por el lema precedente existe h : [0,¢'] — [, 8 — €] continua, creciente y
Unica tal que:

x(t) = ¢(h(t)) t € [0,c].

Como ¢’ < ¢ es arbitrario la aplicacion h se puede extender por unicidad a una
aplicacion continua y creciente h : [0,¢) — [« 8] tal que

para todo ¢ € [0,¢). Vamos a llamar v = lim;_,. h(t) que existe y cumple o <
v < B. En primer lugar podemos concluir que ¢ < oo pues en caso contrario
existirfa:
w10 Y
xt = tgrgo x(t) = Sh%rr#((s)

Entonces x* serfa un punto critico de la ecuacién en « lo cual no es posible.

Como ¢ < oo extendemos h a [0, ¢] definiendo h(c) = . Tenemos entonces
que z(c) = ((y) y afirmamos que v = 8. Caso contrario 7 < 8 y

[0, ¢ = ¢la,y] # C = ([, 4.

Como ([B — 2e1,8 — 1] N z[0,c] = 0 (e1 pequenio) resulta z[0,c + €] # C que
contradice la definicién de c. Por tanto ha de ser vy =y

z[0,c] =C
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Se demuestra a continuacién el Teorema 5.12

Teorema 5.33. Siy es una orbita compacta de (5.1) y no es un punto critico,
entonces es la orbita de una solucion periddica.

Demostracion. Demostramos que v no puede ser abierta. Si v es compacta,
la soluciéon z(t) que la parametriza esta definida en todo Ry z : R — v es
una biyeccién continua en caso de ser 7 abierta. Por otro lado la condicién
2'(t) # 0 implica que z(-) define un homeomorfismo local sobre su imagen -.
En efecto cada punto tg es centro de un intervalo compacto I sobre el que z
es inyectiva. Como z(I) es compacto,  : I — x(I) es un homeomorfismo (de
hecho este argumento prueba que todas las soluciones no constantes definen una
aplicacion recubridora sobre su 6rbita). Si v es abierta (de acuerdo al teorema de
clasificacion) resulta que R es homeomorfo a -y y v no puede ser compacta. O

5.8. Anexo II: La ecuaciéon orbital

Consideramos la ecuacién C! en un abierto G del plano:

{:L" = f(z,y)

y = g(w,y).

Asimismo Q] representa una componente conexa del conjunto {(z,y) € G :
f(z,y) > 0} que por el momento representamos como Q1 para abreviar. Te-
nemos la siguiente propiedad.

Proposicién 5.34. Sean po = (19,y0) € QT y 4T la drbita de la ecuacion
(5.5):

observada en QF. Entonces:

,Y+ ={(z,y) :y="h(z), x¢€(a,b)}

donde (h, (a,b)) es la solucion maximal del problema:

dy  g(z,y) (z.y) € QF

dz  f(z,y) (5.15)
y(z0) = Yo-

Demostracion. El problema;

{x' = f(z.y) 2(0) = g

Y =g(z,y) y(0) = wo (5.16)

admite una unica solucién maximal (x(t),y(t)) definida en I, = (a4, wy) con
(z(t),y(t)) € Qp parat € Iy. Como z/(t) > 0, z : IT — (ay,by) define
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un difeomorfismo con (a4+,by) = z(Iy). Si 2 — 7(z) es la inversa de z(f) y
hi(z) = y(7(z)) entonces (hy, (at,bs)) define una solucién de (5.15). Luego
(at+,by) C (a,b) y ha(z) = h(z) en (a4, by ). Notese que en particular la solucion
del problema original se escribe en la forma:

(@(t),y(t) = (x(t), hy (x(t)))  tel,

de donde,
vt ={(z,9) 1y =hy(z), =€ (ar,by)}.

Ahora consideramos la solucién maximal (h, (a,b)) de (5.15). Introducimos el
problema:

o' = f(z,h(zx)) =€ (a,b)
x(tg) = xp.
Su solucion maximal (&, (cg,wp)) satisface £(t) — a y £€(t) — b cuando t — «p

y t — wp, respectivamente. Ello es consecuencia de que f(z,h(z)) > 0 para
€ (a,b). Asimismo:

(=(t),y(t)) = (£(1),h(E(®)))  t € (ao,wo)

es solucién de (5.15). En particular (ag,wp) C It luego (o, wo) = z(ag,wp)
es decir (a,b) C (ay,bs). De lo establecido més arriba (a,b) = (ay,bs) y por
tanto h = h4, luego hemos terminado. O

En la siguiente propiedad Q" representa una componente de {(z,y) € G :
f(z,y) > 0}.

Proposicién 5.35. Sea v una drbita de la ecuacion (5.5). Entonces yN QT se
representa mediante la grdfica en R? de una solucién mazimal de la ecuacion

orbital
dy _ g(x,y)

dz — f(z,y)’

observada esta ecuacion en Q7F.

Demostracion. Usamos la notacion de la propiedad anterior y notamos que si
po € YNOQT entonces v+ C yNQT. Se trata entonces de probar que yNOQ+T = T
y aplicar la proposicién precedente.

Sea (Z, (o,w)) la solucién maximal por pg, siendo entonces v = Z(a,w),
donde z(t) = (z(t), y(t)). Resulta que:

YNt =z(I"),
donde I'* C (a, ). Ahora, y N Q" es abierto en v y si & = 2(f) € y N QT existe

e > 0 tal que Z(f — e, +¢) € QF, asi (f — &, F¢) C I*. Esto prueba que I* es
abierto y por tanto lo escribimos como una union disjunta:

I" = U(anaﬂn)-
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Por otra parte 2/(t) > 0 para t € I* ello implica que z(I*) = U(ay, b,) siendo
tales intervalos disjuntos. Finalmente 7(y N Q") = x(I*) donde 7 (z,y) = x por
tanto x(I*) ha de ser conexo y sélo puede haber un sélo intervalo (a,,b,) y
consecuentemente un solo intervalo (a,, 8,). Si I* = (an, B,) entonces

Y N Q+ == j((an;ﬂn)) C Fy+7

pues (Z, (aup, Br)) es solucion de (5.15) y (Z, (a4, B+)) es su solucién maximal.
O

Observacion 5.29. Si v es una 6rbita de la ecuacion (5.5) y QT = {(z,y) €
G : f(z,y) > 0} entonces QT = UQ, donde O} son las componentes de Q.
Entonces:

YNOT =Un(yN),

y cada componente v N Q. se representa mediante la grafica de una solucion
maximal de la ecuacién orbital

dy _ 9(x,y)

dr  f(z,y)
Si Q7 = {(z,y) € G : f(x,y) < 0} y Q. son sus componentes, entonces
YN Q™ = U,(yN Q) y un andlisis idéntico al de arriba prueba que cada

componente v N Q- se representa mediante la grafica de una soluciéon maximal
de dicha ecuacién orbital.

Similarmente, si AT = {(z,y) € G : g(z,y) > 0}, A= = {(z,y) € G :
g(z,y) < 0} y sus componentes son A entonces las componentes yN AL de vN
A* se representan mediante las graficas de soluciones maximales de la ecuacién

orbital:
dr  f(x,y)

dy ~ g(z,y)

observada en AF.

Finalmente, si la 6rbita v no es un punto critico entonces v C QT U Q™ U
AT U A~ luego se describe totalmente mediante la grafica de una de las dos
versiones de la ecuacién orbital.

Ejemplo 5.30. [Ecuaciones de Lotka-Volterral. Las orbitas de la ecuacion (4, B,C, D >
0)
' = Az — Bxy
y' = —Cy+ Duy,
en el primer cuadrante G = {(z,y) : © > 0,y > 0}, se pueden describir mediante
la grafica de las soluciones de
dy —Cy + Duxy
de Az — Bxy '

en las componentes:

O =<t o ={y>2)
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Se pueden expresar mediante soluciones de

dx Ax — Bxy

dy —Cy+ Dzy’
en las componentes:
c c
At = Yy A= Ay
fe>5} <3}

Como se vio, las 6rbitas se representan de manera conjunta mediante las curvas
de nivel de la funcién:

V(z,y) = Alogy — By + Clogx — Dz.

En efecto V(z,y) = c representa de manera unificada la solucién general de
ambas ecuaciones.
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