Capitulo 1

El cuerpo de los ntimeros
complejos

1.1. Los nimeros reales. Propiedades

Moédulo identificaciones, los nimeros reales R constituyen el tnico cuerpo
K conmutativo, ordenado y completo (nociones que se definen a continuacion).
Conforman una ampliacién mejorada de conjuntos de nimeros més elementales.
A saber, los naturales N = {1,2,3,...}, los enteros Z = {...,-2,-1,0,1,2,...}

n
v los racionales Q = {— :n,m € Z,m # 0}.
m
Definicién 1.1 (Cuerpos). Un conjunto K dotado de dos operaciones “+” y
“7 se dice un cuerpo conmutativo si
i) (K,+) es un grupo abeliano (conmutativo).
it) (K \ {0},-) es un grupo y “” es conmutativa.

it1) “7 es distribuliva con respecto a “+”.
Se dice que (K,+) es un grupo abeliano si para x,y,z € K arbitrarios

) z+y+z)=(@+y) +=

2) 0eK :2+0=0+z==x
3) Vo, dJt:x4+T=+x=0
)

4) z+y=y+uz.

En 3), & se llama el opuesto de x y se escribe —x. Andlogamente, si abreviamos
x-y=uay, (K\{0},-) cumple (z,y,z € K\ {0} cualesquiera):

) 2(yz) = (zy)z

6) J1e K\{0} :z-1=1-z=x
)
)
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Ndétese que estd implicito en 6) que 1 # 0. Se llama a T el inverso de x y se
escribe x~1. Finalmente iii) significa que para x,y,z € K cualesquiera:

x(y+2) =xy + xz.

La diferencia y el cociente de dos elementos z,y € K (y # 0) se definen

1

X
como z —y =z + (—y), — = xy ', respectivamente.

Como consecuencia de la Definicion 1.1, en todo cuerpo K se cumplen una
serie de propiedades que son familiares en el contexto de los niimeros. A partir de
ahora sobeentenderemos el apelativo “conmutativo” al referirnos a los cuerpos.

Proposicion 1.2. Sea (K,+,-) un cuerpo. Se cumplen entonces las siguientes
propiedades:

1) s4+y=cs+z=>y=2z 5 x#0, zy=xz=>y=1z2
2) z4+y=x=>9y=0 6) 2#£0, zy=x=y=1

3) z4+y=0=>y=—=x 7 x#0, zy=1=>y=2a""!
4) —(-z)=x 8) x#0, (z7H) ' ==z

Las propiedades 3), 7) afirman que el opuesto y el inverso de x son tinicos.

Para completar el panorama familiar de las leyes del cédlculo se tiene la
propiedad siguiente.

Proposicion 1.3. Si (K,+,-) es cuerpo entonces para x,y € K arbitrarios:

1) 0-

2) x#Oy#O:J:y#O
3) (—x)y=ua(-y) = -y
4) (=2)(—y) = zy.

Demostracion. En el caso de 1):
z-0=2(0+0)=2-0+2-0=2-0=0.

Para 2) si « # 0 y fuese zy = 0 resultaria y = 0 contra lo supuesto.
Asimismo se tienen las relaciones:

ry + (—z)y =0, ry+2z(-y) =0

de donde se deduce 3). Para 4):

Siguiendo [?] damos la siguiente definicién de orden total.
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Definicién 1.4. Un conjunto K (totalmente) ordenado es aquél que posee una
relacion “<” que cumple las propiedades:

i) Dados xz,y € K se satisface solo una de las siguientes propiedades: o bien
r<y,o0bienr =1y o bieny < x.
it) (Transitiva) x <y & y < z implican © < z.

Es habitual denotar z < y siz < y o x = y. Asimismo y > z e y > z se usan
indistintamente para representar z < y, x < y, respectivamente. Es también
habitual introducir la relacién de orden en la forma x < y.

Otra definicién clave para caracterizar los nimeros reales es la de cuerpo
ordenado.

Definiciéon 1.5. Un cuerpo (K,+,-) dotado de una relacion de orden total
“<” se dice un “cuerpo ordenado” si se cumplen las siguientes propiedades de
compatibilidad:

y<z=z+y<z+z
2) x>0,y>0=zy >0.
Si K es un cuerpo ordenado y « € K entonces o bien x > 0 o2 =0 o

x < 0. En el primer caso se dice que x es positivo, mientras & negativo significa
x < 0. Se denota por K™ a los elementos positivos de K. La definicién 1.5 dice
que el orden es invariante por traslaciones [1)] y que KT es invariante frente al
producto [2)].

Proposicién 1.6.
1) Kt es invariante frente a la suma.
2) x<yey—z>0.

Es también habitual introducir la nocién de cuerpo ordenado a través de

los elementos positivos. En este enfoque primero se distinguen en el cuerpo K
quiénes son los elementos positivos K. Una vez conocidos éstos se dice que
y>xsiy—x € K"t (ver [?]). Otras propiedades de los cuerpos ordenados son
las siguientes.

Proposicién 1.7.

1. Si x > 0 entonces —x < 0, mientras © < 0= —x > 0.

2. Six >0 entonces y < z = xy < x2.

3. En cambio, z < 0 y y < z implican xy > xz.

4. Six #0 resulta x> > 0. En particular 1 > 0.

Demostracion. Para probar 1) si & > 0 resulta z + (—x) > —z luego —z < 0.
Las demaés se prueban igual. O

FEjercicio 1.1. Para p € N primo se designa por Z, el cuerpo Z/pZ. }Es Z, un
cuerpo ordenado con su orden natural?
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Observaciones 1.1.

a) Si K es un cuerpo ordenado podemos considerar la inyeccion:

I: N — K
n +—— In)=n-1:=1+ . +1.
Identificando I(N) con N se deduce que todo cuerpo ordenado contiene a los
racionales Q. En efecto Q se obtiene como Q = {2 :p,q € Z,q # 0}, mientras
q

Z ={£p:p e N}u{0}.

b) En las propiedades listadas hasta ahora de los cuerpos ordenados no se observa
ninguna caracteritica especial que permita distinguir Q de R. Esta es la sefia
de identidad de la propiedad de continuidad o completitud que presentamos a
continuacion.

Siguen ahora dos nociones habituales de los conjuntos ordenados. El califica-
tivo ordenado hace referencia a la Definicion 1.4 (cf. [?]).

Definicién 1.8 (Cotas). Sea K un conjunto ordenado, E C K. Se dice que
b € K es una cota superior de E si x < b para cada v € E. De manera
simétrica se define cota “inferior”.

Si E admite cota superior se dice acotado superiormente.
Definiciéon 1.9 (Supremos). Sea E C K, K ordenado. Se llama supremo de E
a todo elemento ¢ € K que cumpla las propiedades:
1. ¢ es cota superior de F.
2. Sib < c entonces b no es cota superior de E.
Pudiera no haber elementos ¢ con tales propiedades. Si un tal c¢ existe, es

—por 2)— necesariamente tnico. Esto sugiere la notacion sup E. La nocién de
“infimo” se introduce de manera simétrica.

Definicion 1.10. Un conjunto ordenado K posee la propiedad del supremo
(repectivamente, infimo) si todo conjunto E C K acotado superiormente (infe-
riormente) admite supremo (infimo).

Se cumple la siguiente propiedad (cf. [?]).

Teorema 1.11. Si un conjunto ordenado K posee la propiedad del supremo
entonces también cumple la del infimo.

El proceso genético que lleva de N a Q consiste en ir dotando de opuestos e
inversos a los elementos de N. Desde este punto de vista Q esté libre de defectos
sin embargo se tiene la siguiente propiedad.

Proposicién 1.12. El conjunto {x € Q : 2% < 2} no admite supremo en Q
mientras {y € Q : y*> > 2} tampoco posee infimo en Q.
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Est4 implicito en la proposicién que no es posible hallar v/2 en Q (hecho que
por otra parte se demuestra de manera directa).

Ejercicio 1.2. Probar que no existe * € Q tal que x> = 2. A tal fin, supdngase
que b_ 2 donde p,q no son pares simultineamente.
q

El que un cuerpo ordenado K posea la propiedad del supremo quiere decir
que K es en cierta forma “continuo”, es decir no presenta “fisuras”. Topologica-
mente hablando esto significa que es cerrado frente a paso al limite o si quiere,
que es “completo”. En este sentido Q es defectuoso y la razon de construir R es
la de ampliar Q para incluirlo en una envoltura (topologicamente) cerrada.

Definicion 1.13. Se dice que un cuerpo ordenado R es un cuerpo de nimeros
reales si R posee la propiedad del supremo.

Un problema natural es el de la existencia de un cuerpo de ntimeros reales,
cuestiéon que a finales del siglo XIX se conocia como el “problema del continuo”
([?]). G. Cantor y R. Dedekind dieron en 1876, pruebas distintas de la existencia
de un tal cuerpo a partir de los nimeros racionales Q . El primero a través de
las sucesiones de Cauchy, el segundo por medio de las asi denominadas “cor-
taduras” de ntimeros racionales. Tales construcciones fueron los primeros frutos
—por cierto bastante controvertidos en su tiempo, por no decir revolucionarios—
que aport6 a la matematica del dltimo cuarto del XIX la recién estrenada teoria
de conjuntos. David Hilbert, el prestigioso matematico alemén, no dudé en cal-
ificar de “paraiso” el nuevo escenario que dicha teoria propicié en la matematica
(cf. [?])- No nos ocupamos de tales construcciones de R pero los resultados
obtenidos son equivalentes porque todos los cuerpos de ntimeros reales coinci-
den (modulo identificaciones). La base de esta afirmacion radica en que todo
cuerpo ordenado contiene una copia de los ntumeros racionales Q (Observacién
1.1).

Teorema 1.14. Sea R un cuerpo de nimeros reales. Entonces,

i) [Propiedad Arquimediana]. Dado x > 0 para todo y € R existe n € N tal que
nx > y. En particular, existe un inico m € Z tal que (m — 1)z <y < mz.

it) [Densidad de Q]. Dados z < y existe ¢ € Q tal que x < g < y.

Observacion 1.2. Todo espacio métrico (X, d) se puede completar a otro (Y, d)
de suerte que X C Y (en un sentido a precisar). El proceso —fiel réplica de la
construcciéon de Cantor de R— identifica los elementos de Y con las sucesiones de
Cauchy de X. La propiedad precedente establece que todo cuerpo de ntmeros
reales se identifica con las sucesiones de Cauchy de “sus” nimeros racionales.
En efecto ii) afirma que todo € R es el limite de una sucesion de nameros
racionales. Es por ello que todos los cuerpos de nimeros reales son isomorfos.
En consecuencia a partir de ahora hablaremos de “un sélo cuerpo” de ntimeros
reales que designaremos por R.
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Demostracion del Teorema 1.14. i) Suponiendo y > 0 si fuese
nr <y
para todo n, existiria un supremo ¢ de {nx},en con lo que
c—x<mx
para algin m € N. De ahi, ¢ < (m + 1)z que no es posible.
i1) Como y —z > 0 se tiene de i) que
1
Yy—x > —,
n
para algun n € N con lo que
1
r<zr+—<uy.
n
Asgimismo se sigue la existencia de my, mo € N de suerte que:
nr <mi, —nx < ma,

es decir:
—mo < nxr < mj.

Por finitud existe un tnico m € Z tal que:
m—1<nzr<m,
con lo que la segunda afirmaciéon de i) queda probada mientras:

m—1

m
<zr< —.
n n

De ahi se concluye:
m 1
r< —<zx+4+—<y.
n n
O

Observacion 1.3. La idea para probar ii) es primeramente estimar por defecto

la distancia y — x con —. Después se mide z tomando — como unidad.
n n

El problema fundamental de la extraccién de raices n-ésimas se puede re-
solver en cualquier cuerpo R de ntimeros reales.

Teorema 1.15. Para todo x € R, x > 0, existe un unico y > 0 tal que

Yy ==z
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Demostracion. a) Unicidad. Es consecuencia de que y1 < y2 = y} < y%.
b) Ezistencia. Se considera el conjunto:

E={teR:t" <x}.

Resulta que F # ) pues:
1

1421 €F

De hecho obsérvese que
(I4+2)">14nz, z>0.

Analogamente, b = 1 + z es cota superior de E con lo que existe

y=supkFE.
Probamos que no puede ser:
Yyt <z
porque existiria h > 0 con
(y+h)" <.
La clave estd en medir el incremento en la funcién ™. De hecho:
b —a™ < nb" (b —a), 0<a<b.

Hay que elegir h > 0 de forma que (y+h)™” —y™ <  —y™. Tomando 0 < h < 1:
(y+h)" —y" <nh(y+h)" <nh(y+1)" <z-—y",

para lo que basta con que:

n

, r—y
h < min{1, W}
Tampoco puede ser:
y" >,
porque encontramos h > 0 tal que:
(y—h)" > x.

En efecto se tiene:
y—h)"—z=y"—z—-(@"—(y—h)")
y se busca 0 < y < h para que:
Yy =y —h)" <y"—=z
Usando la estimacién anterior se tiene:
y" —(y—h)" <nhy""!

y basta con tener:
Yyt -z

0<h< —-
nym™

En conclusioén, resulta y™ = x y hemos terminado.
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1.2. Los nimeros complejos

Un problema fundamental desde los tiempos de la matematica babilénica y
egipcia es el de la resolucion de ecuaciones algebraicas (cf. [?]). Hay ecuaciones
algebraicas en R que carecen de solucién como:

22 +1=0. (1.1)

En efecto, la Proposicién 1.7 afirma que z # 0 = x? > 0 por lo que no hay

elementos en R que satisfagan dicha ecuacién. Este problema se resuelve exten-
diendo R a un cuerpo méas amplio C que introducimos ahora.

Definicion 1.16. El cuerpo C de los nimeros complejos se define como:

C={(a,b) : a,b € R},

@ o,

con las operaciones “+7 y
(a,b) + (c,d) = (a + ¢, b+ d), (a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc).
Sus elementos, genéricamente designados por z, se llaman nimeros complejos.
Proposicion 1.17. (C,+,-) es un cuerpo en el que:
R ={(z,0): z € R}

es un subcuerpo isomorfo a R. Si z = (a,b) entonces:

1 a —b
T \a2+b2 a2 +02 )

Proposiciéon 1.18. El numero complejo
i:=(0,1),
satisface i2 = —(1,0).

El conjunto C de los ntimeros complejos no es sino R?, en donde se ha definido
un “producto”. Esta presentacion de los niimeros complejos se debe directamente
a K. F. Gauss y fue, en su momento, el primer tratamiento riguroso de esta clase
de numeros. Es por tanto un R espacio vectorial donde para A € R:

Az := (A, 0) - (a,b) = (Aa, \b).

Como los complejos {(a,0) : a € R} constityen una copia de R es costumbre
escribir a en lugar de (a,0). Bajo esta observacion se tiene.

Proposicion 1.19. Todo complejo z se escribe en la forma:

z=a+ bi. (1.2)
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Se conoce a ¢ como la unidad imaginaria. Siendo —1 = (—1,0) resulta que
+i son las soluciones de la ecuacion (1.1).

Definiciéon 1.20. Para z = (a,b) = a+bi € C se conocen a a,b como las partes
real e tmaginaria de z, y se denotan:

a =Rz, b=Sz.

Andlogamente se designa por:
Z=a—1bi

el complejo conjugado de z.
Sigue ahora una obviedad.
Proposicion 1.21. Dados z1, 25 € C se tiene:
21 = 20 & Rz = Nz & Sz1 = Fz9).
A continuacién, un grupo de propiedades bésicas.

Proposicion 1.22. Sean z,w € C entonces:

1.Z2=12z.
2. z4+w=2Zz+w.
3. Zw = zZw.

z4+z z2—z
. Rz = Sz =
4. Rz 5 , Sz 5
5.22€RY, 22=0& 2=0.

FEjercicio 1.3. Un polinomio de coeficientes complejos se define como p(z) =

Z:’:O an_k.zk, donde los ay, € C. Pruébese que ( es raiz de p si y sdlo si C es
raiz del polinomio p(z) = Y} _, Gn—rz". Demostrar asimismo lo siguiente:

i) Sip(z) tiene coeficientes reales “C raiz < (raiz”.

it) Si p(z) tiene coeficientes reales y grado impar entonces admite al menos una
raiz real.

Definicion 1.23. Dados z,w € C se define su producto escalar como:
(2, w) = R(z0),
por lo tanto, el médulo de un complejo z (su “norma euclidea”) se define
|z| = V2Z.
Proposicion 1.24. Sean z,w € C entonces:
1. |z2| >0y |2/|=0 & z=0.

2. 7 = |2l
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4o 1R < 2], 192 < 2.
5. lz+w| < |z| + |wl.
6. |zt w? = 2| + |w|? £ 2Rzw.

La Proposiciéon 1.24 introduce la distancia euclidea en C y la principal con-
clusién es que la topologia de C es la de R? con la norma euclidea. Desde este
punto de vista damos “ipso facto” sentido a todas las posibles cuestiones de con-
vergencia en C (sucesiones, series, limites, continuidad, compacidad, conexion,
etc). No obstante, detallaremos algunos aspectos méas adelante.

Definicion 1.25. Dados z,w € C la distancia euclidea entre ambos se define
como:
dist(z, w) = |z — w|.

Representaremnos la bola (usaremos también el término “disco”) abierta como:
D(zo,7) ={2z: |z — 20| <1}

Abreviaremos D = D(0,1) el disco unidad. Asimismo
0D(zp,7) ={z: ]z — 20| =7}

designard la frontera de D(zq,1).

Observacion 1.4. En todo espacio métrico se pueden elegir una infinidad de
métricas equivalentes. En su momento consideraremos métricas alternativas a
la euclidea.

1.3. El argumento
Se prueba en el Apéndice que la aplicacion:

h: R — 0D
0 +—— cosf+isenf

es sobreyectiva. Es mas, su restriccion hg a [0,27) es biyectiva y es por ello que
dado z # 0 existe un tnico 6 € [0, 27) tal que

z = |z| cos O +i|z| sen b, (1.3)

que es la representacion trigonomeétrica de z con 0 € [0, 27). Por otra parte, h es
2m-periddica y la restriccion h, de h a cualquier intervalo [, 27 + 7) también es
biyectiva con lo que hay una dnica respresentacion en la forma (1.3) siempre que
6 se restrinja a variar en un intervalo de longitud total 27 de la forma [, 27+ 7).
En otras palabras, para z € C\ {0} se tiene que:
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= fijado 7 € R existe un tnico 0 € [7,7 + 27) tal que (1.3) se cumple.

= todos los demas 6" € R para los que (1.3) se cumplen son necesariamente
de la forma
0 =0+ 2km,

para algun k € Z.

Segun se indica en el Apéndice y tras la oportuna definicion de la funcion
exponencial compleja (cf. Capitulo IIT) se satisface la formula de Euler:
¢’ = cos 6 + isen 6.

Quienes prefieran esperar hasta el Capitulo ITI pueden usar h(6) en lugar de e?.
Las propiedades fundamentales que emplearemos:

h(t+s) = h(th(s),  h(0)=1,  h(r/2) =1,

se demuestran en el apéndice y son coherentes con la notaciéon exponencial.
Por tanto
z=|z|e® (1.4)

es lo que se conoce como la representacion exponencial de z.

A los efectos del presente curso nos interesa conocer la dependencia en z de
los diversos valores de 6 senialados en las relaciones (1.3) y (1.4). Se les conoce
como los argumentos de z. Pondremos cuidado en diferenciar los argumentos
como meros valores de 6 que cumplen (1.3) o (1.4) para un z fijado, del concep-
to de “funcién argumento”, adelantando que es posible elegir infinitas de tales
funciones.

Definicién 1.26. Un argumento de z € C\{0} es todo valor de 0 que da validez
a cualquiera de las expresiones (1.3) o (1.4). Representaremos por arg z al inico
de tales 0 € [0,27), mientras que llamaremos argumento principal Arg z al inico
0 € (—m,m].

Para un complejo dado z (siempre que se hable de argumentos se entendera
z # 0) todos sus argumentos se pueden representar en la forma:

{argz + 2k7 : k € Z}.
Proposicion 1.27. Dados z1,22 € C, 21 = 29 si y sdlo si:
|21] = [22] & arg z; = arg 2.

Proposicion 1.28. Sean z, 21, 22 complejos con argumentos 0,01, 02 y mdodulos
P, P1, P2 entonces:
o1 )
1. E:pe*’(’, - :pflefzé‘
z
i(61+62) 1 — ﬁei(91—92)‘
’ Z2 P2

2. 2122 = p1p2e
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3. Paran € N se tiene (formula de d’Moivre):

2" = p"e™? = p"(cosnf + isennd).

, . 21
Obsérve que no es cierto que arg z12o = argz; + arg zs 0 arg — = argz; —
22

arg zo. Las relaciones correctas son:

argz1zo = arg z; +argze (mod 27), arg - argzy —argze (mod 2m).
29

A los efectos de las definiciones que siguen, para 7 € R, h, designa la re-
striccion de h al intervalo [1,7+27), v, = {th(7) : t > 0} —la semirrecta cerrada
desde 0 a oo con direccion h(7)— Q, = C\ 7, — el plano C “cortado a lo largo
de ~;”.

Proposicion 1.29. Para 7 € R se define la funcion:

arg,: C\{0} — [r,7+27)
z
z —  ht (= ).
’ (ZI)

Se satisfacen entonces las siguientes propiedades.
1) Para cada z, arg, z es un argumento de z:

z = |z|et e 7, (1.5)
2) arg. es continua en 0, mientras es discontinua en cada uno de los puntos de
vr. Mds ain, arg, es C* en Q; con:

X

(arg,)e = _W7 (arg,)y = W
3) arg,  op, = arg, +2km.
4) Para T € [0,27) se tiene:
arg z T<argz <27
arg, z =
argz+2m O0<argz <T.

Observacion 1.5. Las propiedades 3), 4) permiten expresar arg, en términos de
arg. En efecto todo 7 se escribe 7 = (1) + 2km para un tnico () € [0, 27). Por
tanto:

arg z + 2km (1) <argz < 2m
arg, z =
&r argz +2(k+ 1)r 0 <argz < (7).

Demostracion de la Proposicion 1.29. Que arg, es continua en ), y se cumple
la identidad (1.5) es consecuencia de la definicion de dicha funciéon. La discon-
tinuidad en ~y, se razona asi: existen ¢, — h(7), ¢, — h(7), |¢] = |¢| = 1,
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limarg, (¢,) = 7, imarg, (¢),) = 7+27. Si z € v7, 2 = th(r) = lim ¢, = lim ¢,
de donde se concluye la discontinuidad.

La regularidad es méas delicada y requiere un razonamiento “ad hoc”. Hace-
mos una construccion explicita de la funcién arg z. Definimos Arctag z la “ra-
ma” de la funcion arcotangente que toma valores en el intervalo [—m/2,7/2].
Entonces:

Arctag % Rz>0,8z2>0

3 Rz=0,32>0
arg z = { Arctag % +7 Rz<O0

3r Rz=0,82<0

2
Arctag % +27 Rz >0,3z <0.

Un anaélisis cuidadoso revela que arg z tiene esa expresion y que arg z es C* en
C\ {0}.

La propiedad 3) sigue del hecho de que arg, z + 2k7 es un argumento de z
en el intervalo [r + 2km, 7 4+ 2(k + 1)7). Analogamente, el lado derecho de 4) es
un argumento en el intervalo [, 7 + 27). O

Ejercicio 1.4. Para 0 < 11 < 79 < 2w compdrense las funciones arg, , j =1,2.
Solucién. arg, —arg, = 0 para 7o < arg,, z < 71 + 27, arg,, —arg, = 27 si
71 < argz < To.

Ejercicio 1.5. Sean T1,Ta arbitrarios. Haciendo uso de los valores (T;) com-
pdrense las funciones arg, , j=12.

Hemos empleado el término argumento de z para designar un valor 6 tal que
e = 2/|z|. Luego hemos definido funciones 6 = 6(z) que, continuas en “dominios
especiales", asignan a cada z en dichos dominios un valor 6 que es un argumento
de z. Esta altima acepcién puede extenderse a una nocién ligeramente més
amplia de funcién argumento.

Definiciéon 1.30. Sean Q C C\ {0} un abierto conexo y g € C(2,R). Se dice
que (g,Q) es una determinacion (o una “rama”) de la funcion argumento (en
Q) si

é94) = 2/

para cada z € Q).

Consecuencia inmediata de la continuidad y la conexidad en la definiciéon es
la siguiente propiedad.

Proposiciéon 1.31. Sean (g1,Q1), (g2,Q2) determinaciones del argumento. En-
tonces:

ge = g1 + 2km

para cierto entero k, en cada componente conexa de la interseccion 1 NQs. En
particular, g1, 9o difieren en un mailtiplo entero de 21 si 1 = Q.
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1.4. Raices n-ésimas

Para z € C la ecuacién

w" = z,

admite exactamente n soluciones distintas:
n carg z4+2kmw

wg = V/|zle! 0<k<n-1
Tales expresiones definen las n raices nésimas de z. Usando la identificacién de
C con R?, wy, ..., w,_1 conforman un poligono regular de n lados inscrito en la
circunferencia de radio {/|z|. De hecho, y de acuerdo a la definicion que damos
un poco méas abajo:

2w
é(whwk-‘rl):?v k=0,....,n-1,

donde ponemos w,, = wq.

Proposicion 1.32. Sea fi(2), fr : C — C la funcidn que asigna a cada z su
k-ésima raiz. Entonces fi es continua en C\{z > 0} siendo su conjunto imagen
2(k + 1)77}
-

Observacion 1.6. Las raices n-ésimas pueden indistintamente expresarse medi-
ante cualquier determinacién del argumento. Por ejemplo:

2km
el sector {— < argz <
n

Ck _ Weiarg-,— Z+2k7r7 0 g k S n— 1.

En particular, se conoce como “rama principal” de la raiz n-ésima o funcién
“parte principal” de la raiz n-ésima a la aplicacién

Arg z

f(z) = ¥/lzle

1.5. Funciones complejas

Definicion 1.33. Una funcion complejo f de variable compleja es toda apli-
cacion f: AC C — C. A es su dominio, f(A) su conjunto imagen.

Con frecuencia representaremos tales funciones en forma abreviada como

w = f(z). Poniendo
f(z)=u+iv
es decir u = Rf, v = Sf, toda funcién compleja f equivale a una aplicacion de
R? es si mismo de la forma:
F: AcR? — R?
(z,y) +—  F(z,y) = (u(z,y),v(z,y)).

No obstante y como norma general evitaremos en lo posible apelar a la forma
real F' de las funciones que usaremos en el curso. Esta politica es por otra parte

ventajosa para muchos de los célculos que afrontaremos, en especial, aquellos en
donde, por poner un ejemplo, el producto de complejos juega un papel relevante.
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Ejemplos 1.7.

1) La funcion lineal afin:
f(z) =az+0, a,beC.

2) Polinomios:
2) :Zan_kzk =apz" + -+ ap, a; € C.

3) Funciones (transformaciones) bilineales:

az+b
cz+d’

f(z) = a,b,c,d € C.

4) Funciones racionales:

f(z)= p(z) — ZZ:O an—p2" _ apz™ + -+ + ay,
q(z) Z’lrn:O bTYI,—lZl bozm + . + bm

5) Ramas de la raiz n-ésima. Usando el argumento principal:
fe(z) = V|zle i85 z+2k", k=0,...,n—1.
En el caso de la raiz cuadrada éstas son fo(z) y f1(2) = —fo(z) donde

fU(Z) _ |Z|eiArg z/2

=+/|z| (cos Arg 2/2 + isen Arg 2/2

([ 2D

— \—5 (\/M+z signo y\/m)

Las funciones complejas elementales al definir funciones del plano en si mismo
pueden interpretarse como transformaciones geométricas. Introducimos primero
una definicion.

Definicion 1.34. Dados z1,z2 € C el dngulo orientado de z1 a z2 se define
como:
zZ2
L(z1,22) = arg — € [0,2m).
21
Nuestra definicién de angulo orientado difiere de la euclidea convencional.
Por definicién

z
Z(ZlaZQ) = a‘rgf = <t>7
1
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con ? = h(t) = h({t)), donde para cada t € R, (t) designa al Gnico ntimero real
1

que satisface las relaciones t = (t) + 2km y (t) € [0,27). Como se tiene que
(=t) =2m — (1),

mientras i—l = h(—t) = h({—t)) resulta que:
2

L(z2,21) =21 — L(21, 22).
Como era de esperar Z(za,21) es el “opuesto” de £(z1, 22).

Observaciones 1.8.

1) Se comprueba que:
Z(z1,29) = arg zo — arg 21 (mod 27),

pudiéndose reemplazar en dicha expresién arg z por arg, z.

2) L(1,z) =argz, £Z(z,1) = 2m — arg z.

Definicion 1.35. Se dice que la aplicacion f: C — C es un giro de centro zg
y dngulo 0 € [0,27) si 1) f(z0) = 20, 2) [f(2) — 20| = |2 — 20| y

L(z — 20, f(2) — 20) = 0,
para cada z # zg.
Ejercicio 1.6. Hallar la expresion de f(z) en la definicion precedente.

Sean 71,72 dos curvas de clase C! parametrizadas por sendas parametriza-
ciones ¢; : [a,b] — C, t — ¢;(t) = z;(t)+1iy;(t), j = 1,2, con vectores tangentes
en t € [a,b] dados por ¢)(t) = x;(t) + iyj(t). La propia definicién de curva C'
requiere que ¢’;(t) # 0 para todo t € [a,b] (ver también el Capitulo V).

Si dos curvas C! inciden en un punto 2z se define el angulo orientado de 7,
a 72 €en zp Como:

Z('(to,1), #5(to,2))s

donde zp = ¢;(t0,j), j = 1,2. La no depende de las parametrizaciones.

FEjercicio 1.7. Sean v; : [¢,d] — C, j = 1,2, parametrizaciones alternativas de
las curvas 1,72 es decir 1¥;(s) = ¢;j(h;(s)) con hj : [c,d] — [a,b] de clase C?,
h(s) # 0 para todo s € [c,d], j = 1,2. Suponiendo que 71, 2 inciden en zo y
que to; = hj(s0;), J = 1,2, pruébese que la definicion precedente de dngulo no
depende de si se usan las parametrizaciones ¢; o V;.

La que sigue es una nocién importante para la interpretaciéon geométrica de
las funciones complejas que son derivables (segin veremos mas tarde).
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Definicién 1.36. Sean Q C R? un abierto y F : Q — R?, F(z,y) = (u(x,y),v(z,y))

una funcion de clase C*. Se dice que F es conforme si es inyectiva, el jacobiano

ggzzg no se anula en ningun punto y F preserva el dngulo orientado de las

curvas incidentes, es decir:

Z(F(m)), F(y2)) = Z(71,72)-

Ejemplos 1.9. 1. Traslaciones. La funcién f(z) = z + a, a € C representa
una traslacion de vector a € C.

2. Homotecias. Para a > 0 la funcién f(z) = az representa una homotecia
de razon a (centro z = 0).

3. Giros. La funcion f(z) = €2 constituye un giro de centro z = 0 y angulo
0 segiin comprobamos ahora. En efecto:

|w] =[],
para w = €2z luego w dista lo mismo que z del origen. Por otro lado:
Z(Zaw) - 4(Zaei9 ) - <9>

que informa que el dangulo de z a w es (0), lo que significa que hemos dado
un giro de 6 grados alrededor del origen. Debe observarse la diferencia
entre # > 0y 6 < 0. Notese que si 6 > 0:

L(z,e7 %) =21 — ()

y el resultado es como si hubiésemos girado —6 alrededor del origen (ver
el Ejercicio 1.8).

4. Movimientos rigidos. La funcion f(z) = az + b, con a,b € C, |a] = 1,
comprende a los movimientos rigidos del plano (traslaciones y giros).

5. Si a = |ale? la funcién f(z) = az representa un giro seguido de una
homotecia de razon |a|. Por tanto la funcién f(z) = az+0b, a,b, comprende
a todas las semejanzas (giros, traslaciones y homotecias).

6. Simetria axial. La funcién conjugado f(z) = Z representa una simetria
axial con respecto al eje real. Obsérvese que esta transformacion invierte
la orientacién en el sentido siguiente:

4(21,22) =27 — 4(21,22) = 4(22,21).

~I

. Inversién. Una inversién de polo z = 0 y potencia k > 0 es la transforma-
cién z — w en la que w esta en la misma semirrecta que 0 y 2z, cumpliendo
|z||w| = k. Por tanto:

ST
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Las inversiones transforman: rectas que pasan por el polo en si mismas,
rectas que no pasan por el polo en circunferencias que pasan por el polo,
circunferencias que pasan por el polo en rectas que no pasan por el polo y
circunferencias que no pasan por el polo en circunferencias que tampoco
pasan por el polo (Ejercicio 1.13). Por otro lado son involutivas en el sen-
tido de aplicadas dos veces dan lugar a la identidad. Obsérvese finalmente
que la funcién

equivale a aplicar una inversén de razén 1 seguida de una simetria axial.

az+b
cz+d

teriores. Se estudian en la siguiente seccién.

8. Transformaciones bilineales T'(z) =

. Comprenden a todas las an-

Ejercicio 1.8. Hdllense las ecuaciones reales de la transformacion w = ez

probando que definen una transformacion ortogonal que preserva la orientacion
del espacio euclideo R?. Constituye un giro de 0 grados segun la terminologia
euclidea.

Ejercicio 1.9. Hallense las funciones que representan las siguientes transforma-
ciones geométricas:

a) Homotecia de centro zo y razén a > 0.

b) Giro de centro zy y dngulo 0.

¢) Simetria azial con respecto a la recta que pasa por un punto zy y tiene la
direccion del complejo €% .

d) Inversion de polo zy y potencia k > 0.

Ejercicio 1.10. Probar que

s(zb“)o, a,beC, b0,

define la ecuacion general de una recta. Deducir que

§R<Z;a)0, a,beC, b#0,

también constituye la ecuacion de la recta (ver el Ejercicio 22).

Ejercicio 1.11. Deducir la ecuacidn de una circunferencia en versidn compleja.
Estudiense las condiciones bajo las que:

|2 +2R2¢+d=0  (d,( €C)

o bien
|2 4232 +d=0  (d,( €C)

constituyen la ecuacion de una circunferencia (véase el Ejercicio 24).
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Ejercicio 1.12. Pruébese que toda semejanza f(z) = cz+d, ¢, d € C transforma
rectas en rectas y circunferencias en circunferencias.

Ejercicio 1.13. Pruébense las propiedades de las inversiones listadas en el aparta-
do 7.
1.6. Transformaciones bilineales. 1* nota

También conocidas como transformaciones de Mo6bius. Estan definidas por
las funciones:

az+b
= — b,e,d e C
f(Z) CZ+d’ a,v,¢c,d €,
donde, para obviar casos triviales, se supone que § := ab—cd # 0. Sic =0

tenemos una semejanza luego si ¢ # 0:
f(2) = fs0 fao fi(2),

donde f1(2) = cz +d, fa(2) = 1/2, f3(2) = a1z + by, a1 = —c~26, by = ac™ L.
Como compendio de todas las transformaciones anteriores f aplica rectas o cir-
cunferencias en rectas o circunferencias. Veremos en el Capitulo IV que, como
consecuencia de la derivabilidad, las transformaciones bilineales definen trans-
formaciones conformes preservando el angulo orientado entre curvas incidentes
(en el Ejercicio 32 se propone una prueba directa de este hecho).

Bajo la condicion § # 0-que siempre supondremos— el conjunto M de las
transformaciones bilieales forman un grupo. Por ejemplo,

dz —c
—1 o

f (Z) _bZ + a'

Si denotamos por GL4 el grupo de las matrices complejas e invertibles 2 x 2 la
transformacion ¢ : GLy — M definida por ¢(A4) = f, con

a b
=)
es un homomorfismo de grupos (sobreyectivo). Ademés (Ejericicio 28) p(A) =

p(B) siy solo si A = AB para algtin A € C. La restriccion de ¢ a las matrices
A con detA =1 es todavia sobreyectiva (Ejercicio 29).
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1.7. Apénice: una revisiéon de trigonometria

Se sabe que el problema de Cauchy:

2

U =0

2=

d? (’ - j) (1.6)
t

u(to) = uo, u'(to) = ug,

admite, para tg,ug,u(, € R arbitrarios una tnica solucién u = u(t) que es de

clase C? y est4 definida en R. Mé4s atin, si u = f(t) es la solucién correspondiente

a (to,uo,uy) = (0,1,0), y u = g(t) es la solucion asociada a (g, ug, ugy) = (0,0, 1)
entonces tal solucion se puede representar en la forma:

u(t) = uo f(t —to) +upg(t — to).

Estas afirmaciones son consecuencia inmediata de la teoria general de ecuaciones
diferenciales ordinarias. No obstante, con un poco de paciencia se puede dar una
demostracién directa de las mismas.

La primera idea clave es que toda solucién cumple:

2
u'® + u? = constante.

De ahi se sigue la unicidad de soluciones de (1.6). La unicidad dice a su vez que
la existencia se reduce a resolver los dos problemas particulares (1.6) que dan
lugar a f(t) y g(t), a saber:

' +u=0 v 4+u=0
u(0) =1, 4/(0)=0 u(0) =0, v/ (0) =1,

respectivamente.
Para determinar g se observa que:

g g =1, (1.7)

mientras g(t) se define como la inversa de la funcién':

—-l<u<l,

= [ wm

en el intervalo —7/2 <t < 7/2 donde, por definicién,

Lds
T= 2/0 \/ﬁ (1.8)

A continuacion, g se extiende al intervalo 7/2 < ¢ < 37/2 mediante reflexion:

g(t) :=g(m—1) /2 <t <3m/2.

1Una interesante idea debida al matematico noruego Neils H. Abel. Este la uso para pre-
sentar las funciones elitpicas como una generalizacion de las funciones circulares.
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Finalmente, g se extiende a todo R como una funcién 2m-periédica. El resultado
es una funcion C? que resuelve (1.6) para los datos tg = 0, ug = 0, uf, = 1. Us-
ando la ecuacion se ve que g es de clase C*° y que todas sus derivadas satisfacen
la misma ecuacién diferencial. Esto completa la demostraciéon anunciada.

Proposicion 1.37. Se satisfacen las siguientes propiedades.
1. g creciente en [—m/2,7/2] y decreciente en [7/2,37/2].

2. f'=—g,q9 = f, por tanto f también es C™ y 2w-periédica. En particular:

150 o)t

3 ff+g*=1

4- f(=t) = f(t), g(=t) = —g(t).
5. fltxs)=f(t)f(s) F g(t)g(s).
6. g(t£s)=g)f(s) £ f(f)g(s)-

Observacion 1.10. Se siguen de la proposicién todas las relaciones trigonométri-
cas clasicas. Por ejemplo:
T

5 ==9@), g

También
flE+m)=—ft), glt+m)=—g(0)

Por otra parte:

F@2t) =) =g g(2t) =2f(t)g(t).
Y asi sucesivamente.

Demostracion de la Proposicién 1.37. 1) se sigue de la definicion. Obsérvese que
(6] <1y que ¢’ = v/1— g% en [~1/2,7/2].

Para 2) usamos u = ¢’ como candidato a solucion de (1.6) con (tg, ug, uy) =
(0,1,0). La unicidad de soluciones de (1.6) da u = f. Que g(7/2) = 1 se deduce
de (1.8).

La relacién 3) (y en particular f(7w/2) = 0) se sigue de (1.7).

Para la primera de 5) basta observar que uy (t) = f(t+s) y ua(t) = f(t) f(s)—
g(t)g(s) son soluciones del mismo problema (1.8). O

Refrescando el teorema de Taylor se prueba el siguiente resultado.

Teorema 1.38. Las funciones f y g son de clase C*° en R. Mds ain:

. - (71)71 2n o . (71)n 2n+1
f(f)—nz:% o L g(t)—;mt i (1.9)

para cada t € R.
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En virtud de todo lo expuesto se tiene la siguiente definicion.

Definicién 1.39. La funcion f(t) se deignard con la terminologia cldsica f(t) =
cost, mientras denotaremos g(t) = sent.

Las funciones coseno y seno se denominan funciones circulares, terminologia
que se explica porque tales funciones parametrizan el circulo 9D.

Proposicion 1.40. Se define la aplicacion:

h: R — 0D
t +——  h(t):=cost+isent.

Entonces:
i) h satisface:
h(t+s) = h(t)h(s)
para todo t,s € R. Ademds
h(t) = h(s)

st y sdlo sit = s+ 2km para algin k € Z.
it) h es sobreyectiva.
iii) La restriccion de h a [0,27) es biyectiva.
i) h:(0,21) — 0D\ {1} es un homeomorfismo.
v) La restriccion de h a cualquier intervalo de la forma [T, 7 + 27) es biyectiva.

vi) Para todo T €R, h: (1,7 +27) — OD\ {h(7)} es un homeomorfismo.

Demostracion. 1) sigue de la Proposiciéon 1.37. Por otra parte si h(t) = h(s) es
porque h(t —s) =1 de donde t — s = 2km, k € Z.

En cuanto a ii), sean I'1,..., Ty la interseccion de 8D con los cuatro cuad-
rantes cerrados. Las aplicaciones g; : I'v — I';, j = 2,3,4, g2(2) = iz, g3(2) =
—2, ga(z) = —iz definen homeomorfismos. Asimismo, afirmamos que h : J; —
Iy, J1 = [0,7/2], es un homeomorfismo. Esto implica que las restricciones de
h a los intervalos Jy = [r/2, 7], Jo = [m,37/2], J3 = [37/2,27] definen homeo-
morfismos sobre I's, I's y I'y, respectivamente. En efecto,

h(t) = ih(t — 7/2) te s
h(t) = —h(t — ) te s
h(t) = —ih(t — 37/2) te

Lo que prueba la segunda afirmacién. En particular, las restricciones de h a los
intervalos J; = J;\{b;}, j = 1,...,4, b; el extremo superior de .J;, es biyectiva.
Como 9D = U;h(J}) esto muestra que h es biyectiva de [0,27) en JD. Esto es
la prueba de iii).

Vamos con la primera de las afirmaciones precedentes. Tenemos que las fun-
ciones f : J; = [0,7/2] — [0,1] y F : [0,1] — Ty definida 2 — (x,v1 — 22)
son homeomorfismos. Como h = F o f resulta que h : J; — I'; tembién es un
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homeomorfismo. Finalmente (iv)) como la restriccién de h a los intervalos J; es
un homeorfismo sobre su imagen, se desprende facilmente que la restriccion de
h a (0,27) lo es. En efecto z, — z en 0D \ {1} significa que z, — z en alguno
de los I'; salvo que z € G; N G} en cuyo caso el razonamiento para probar que
h=(z,) — h™1(2) es similar.

Para v) y vi) ponemos J = [0,2x], T : J + {7} — J la funcién s — s — 7,
P : 9D — 9D la aplicacién z — h(7)z. La restriccion h, de h a J + {7} se
escribe h, = PohoT. Siendo P,T homeomorfismos se concluyen v) y vi) de
forma inmediata. O

Mas adelante, en el Capitulo III introduciremos la funcién exponencial como:

oo

y, entre otras cosas, no resulta dificil probar que la serie es convergente para
todo z € C. Usando la funcion exponencial se prueba —via las series (1.9)- la
siguiente propiedad.

Proposicion 1.41 (Formula de Euler). Se tiene:
et = cost + isent,
para cada t € R,

Demostracion. Basta sustituir z = it en la expresion en serie para e”. O



Capitulo 2

Continuidad y topologia en C

2.1. Convergencia y continuidad en C
Se introdujo en el Capitulo I la distancia en C dada por:
dist(z1, 22) = |21 — 22]-

Proposiciéon 2.1. FEl espacio métrico (C,d) es isoméiricamente homeomorfo a
(R%,dy) donde dy es la distancia euclidea.

La proposiciéon afirma que desde el punto de vista topologico, C es el mismo
objeto que R2. Algunas de las propiedades que siguen son consecuencia inmedi-
ata de este hecho.

Recordemos en particular que:

max{|Rz|, |Iz|} < |z] < [Rz| + |z

Proposicion 2.2. Se satisfacen las siguientes propiedades:

1) Si{zn} es una sucesion en C entonces
limz, =z
sty solo si
lim Rz, = RNz lim Sz, = Sz.

2) {zn} es de Cauchy (véase la Seccion 1.2) si y sdlo si {Rzn}, {Sz,} son de
Cauchy.
3) La sucecion {z1 + - -- + zn} es convergente si y sdlo silo son {Rz1 + - - + Rz, }

y {Sz1 4+ Sz} con:

limz; + -+ 2z, =lmPRz; + - + Rz, +i(lim Szg + -+ + Szy).



2 CAPITULO 2. CONTINUIDAD Y TOPOLOGIA EN C

4) Sip:a,b] = C, o(t) = p1(t) +ipa(t), entonces o continua en to si y solo si
1, P2 son continuas en tyg. Mds ain, si se define

/ . p(to+h) — o(to)

)

la derivada de ¢ en tg, supuesto que el limite exista, entonces ¢ es derivable en
to sty solo si 1,2 son derivables en tg y

¢’ (to) = ¢ (to) + iwy(to).

Ejemplos 2.1.

n

=

2. lim 2™ = 0 si |2| < 1 mientras z™ no converge si |z| > 1 pues lim |z|" = oo. Si
|z| =1y z # 1 la sucesién 2" nunca es convergente. En efecto, en ese caso:

1. lim

" = 2" =12 - 1],

y 2" no puede cumplir la condicién de Cauchy. De hecho, se saben mas cosas
de esta aparentemente inofensiva sucesion. O bien el conjunto {z"} es finito o
bien es infinito. El primer caso queda caracterizado por z = ¢? con 0/27 € Q.
El segundo caso —en el que todos los valores de 2™ son necesariamente distintos
entre si— corresponde a /27 irracional y se puede demostrar que {2"} es densa
en 0D.

Las definiciones de limite y continuidad de funciones son consecuencia de la
topologia de C. Las detallamos por completitud.

Definicién 2.3. Sea f : D C C — C, zg € D’ (D’ el conjunto de puntos de
acumulacion de D) se dice que

lim f(z) = A

z—2z0
si Ve >0, 30 > 0 tal para cada 0 < |z — zg| < & se cumple |f(z) — A < e.

Las propiedades habituales del algebra de limites no las enunciamos por-
menorizadamente pero ya estan implicitas en la Proposicién 1.8.
Una propiedad conocida es la siguiente.

Proposicion 2.4. Si f admite limite A cuando z — zg, [ estd acotada en un
entorno reducido {0 < |z — 29| <3} N D de z9. Si A # 0 entonces f no se anula
en un cierto entorno reducido de zg.

Definicién 2.5. Sea f: D C C — C y supongamos que D C D’. Se dice que f
es continua en zg St

lim f(2) = f(z0).

Z—Z0

Si [ es continua en todos los puntos de D se dird que [ es continua en D.
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Tipicamente los dominios D de nuestras funciones complejas f seran abiertos
o adherencias de abiertos asi que D C D’.

Si f=u+ivy F = (u,v) es la aplicaciéon real F': D C R? — R? asociada a
f resulta obvio que:

Proposicion 2.6. f es continua en zg si y sdlo si F' es continua en zy. Es decir
sty sdlo si u y v son continuas en 2g.

Merece la pena destacar que:

Proposicion 2.7. f es continua en zo si y solo si f(z,) — f(z0) cualquiera
que sea la sucesién z, que converja a zo.

Como ya se dijo, en funciones de variable compleja con frecuencia resulta
desastroso apelar a las partes real e imaginaria de f para probar propiedades.
A efectos de la continuidad —y como en el caso real— resulta de gran utilidad la
siguiente propiedad.

Proposicion 2.8. Sean f,g funciones complejas continuas en zo. Entonces:
1) af + Bg es continua en zo para o, 8 € C arbitrarios.

2) fg es continua en zp.
3) ! es continua en 2o si g(zo0) # 0.
g

4) Si h es una funcidn compleja que es continua en wy = f(zo) entonces h o
f(z) = h(f(z)) también es continua en 2.

Ejemplos 2.2. Las funciones
1. f(z)=az+b

az+b
2. =
1z cz+d
3. f(z) =apz"+ -+ ay
a2+ tay
5. f(z) =2
6. f(2) =z|

son continuas en sus dominios de definicion,
7. f(z) = arg, z es continua en C \ v, v, = {te'” : § > 0},

8. f(z) = ¥/z donde
{l/g _ n/ Z|eiArg z/n’

designa la rama principal de la raiz n-ésima, es continua en C \ {z <0} y lo
mismo sucede con las restantes n — 1 ramas. Si usamos arg, en la definicién

entonces las n ramas f1, ..., f, son continuas en C\~y,, (C\{z > 0} si trabajamos
con arg z).
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Recordemos que con {/z se designa la rama principal de la raiz n-esima de
z.

1
Ejemplo 2.3. Sea ¢ : [a,b] — C derivable en ty con (tg), entonces — es derivable
¥

en ty con derivada

En efecto

lim —{ ! -
h—0h - o(to+h)  ¢(to)

}

1 o(to+h) —p(to)  ¢'(to)

— lim = .
h—0 p(to + h)p(to) h o(to)?

La siguiente definicion apenas tendra relevancia dentro del presente curso.

Definicion 2.9. Sea G C C abierto y f = u+1v una funcion compleja definida
en G. Se dice f es C* en sentido real (1 <k < 00) siu,v € CF(G)
Ejemplos 2.4.

1. f(z) = 2" = P(z,y) + iQ(z,y) donde P,Q son polinomios homogéneos de

grado n. Por tanto f es C* en sentido real y tanto polinomios p(z) como
cocientes de polinomios p(z)/q(z) son funciones C* en sentido real (en sus
dominios de definicion).

2. La funcién 0(z,y) = arg.(z) es C* en sentido real en Q\ v, y
Yy x

T 24y VT a2 4y

En particular {/z es C> en C%\ {z < 0}.

2.2. Series

Definicion 2.10. La sucesidon z, es de Cauchy si para todo € > 0 existe n. € N
tal que |a, — an| < € para n,m > ne.

o e . .. . . (e%e]

Definiciéon 2.11. Dada la sucesion z, se dice que la serie y | z, converge y
tiene suma z si la sucesion S, = z1 + -+ + z, es convergente y tiene limite z.
La serie es divergente si S, no es convergente.

Teorema 2.12. La serie Y., z, es convergente si y sélo si para todo € > 0

existe n. € N tal que
m
\ Z zE| <e€
k=n

. . o0 ’.
para m >n > n.. En particular, si anl zn, converge entonces lim z,, = 0.
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s . - o0 . P - -
Proposiciéon 2.13. La serie anl zn, €s convergente si y solo si las series
o) o0 ..
Yomei Rz y >0 Sz, son convergentes. Ademds:

o0 o0 oo
E Zp = E Rz, + g Szp-
n=1 n=1 n=1

o e . . o0 . oo
Proposicién 2.14. Sila serie )~ |z,| es convergente entonces la serie y | zn

también converge y
o0 o0
1>zl <> Jzal.
n=1 n=1

2.3. Conexidad

Los subconjuntos compactos y conexos de C son los de R? con la topolgia
usual. Merece la pena resaltar una propiedad tutil de conexidad.

Definicién 2.15. Dados z,w € C el segmento [z,w] de extremos z,w se define

wome: o] = {tz + (1~ thw : £ € [0,1]}.

Una poligonal v de a € C a b € C es
Y = U= l2k, wil,

donde zj, = wi—1,2 <k <n,a=z,b=w,. Se dice en este caso que v conecta
a con b.

En el presente curso llamaremos dominio o region G a todo abierto conexo
de C. Se tiene la siguiente caracterizacion.

Proposicion 2.16. Un abierto G C C es conexo si y sdlo si todo par de puntos
de G se pueden conectar mediante una poligonal v C T'.

La misma demostracién permite probar que la poligonal v en la proposicién
anterior puede elegirse con todos los segmentos paralelos a uno de los ejes.

Recordemos ahora que si D C C es un conjunto cualquiera, una componente
conexa C de D es toda parte conexa maximal de D. Las componentes de D
siempre son cerradas en D y la familia C; de las componentes de D conforman
una particiéon de D. Si D es abierto entonces se puede probar que sus compo-
nentes también son abiertas. Todas estas cuestiones forman parte de un curso
de topologia general y se recapitulan en [?] (ver [?]).

2.4. Compactificacion de C. Proyecciéon de Stei-
ner

A muchos efectos conviene introducir en C el punto del infinito. Esto se
puede hacer por dos vias. Una analitica, topolégica la otra. En éste altimo caso
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se trata de la compactificacién de Alexandroff de C, en el primero de los limites
infinitos o en el infinito que ahora introducimos.

Definicion 2.17. Se dice que:
lim z,, = o0
s1 para todo M existe m € N tal que |z,| > M para todo n > m. Andlogamente:

lim f(z) = oo,
zZ—20
si para M > 0 arbitrario existe ¢ tal que |f(z)] > M para 0 < |z — 2] < 4.
Finalmente:
lim f(z)=w

zZ—00

si para € > 0 arbitrario existe M con |f(z) —w| < € para |z| > M. Una minima
modificacidn de este ultimo caso permite extender la definicion al caso w = oo.

Una primera via para introducir el punto del infinito consiste en identificar
cada z € C con las sucesiones complejas z, tales que z, — z (ver [?]). Esta
identificacion preserva las operaciones algebraicas de C. El punto del infinito
oo es por definicion la clase de las sucesiones z, con limz, = oo. El cuerpo
ampliado C consiste en CU {oo}. Se tiene la

Proposicion 2.18. Sean z,, w, sucesiones complejas tales que limz, = oo y
limw, = w. Entonces

1. lim z,, + w, = 00, incluso si limw, = co.
2. lim z,w, = oo si limw, # 0, limw,, = co incluido.

3. lim&:Osizn#O.

Zn

4. lfm 22 = oo si up # 0, limu, =0 y w # 0 (incluyendo limw,, = c0).

Las propiedades precedentes se interpretan en C como cotw = 00, 00 W = 00
(w #0), w/oc = 0 (1w # 00), w/0 = 00 (w £ 0).
Los siguientes ejemplos en nada difieren del caso de una variable real.
Ejemplos 2.5. 1. Sean p(z) = apz™ + -+ + an, q(2) = boz™ + -+ + by, poli-
nomios. Entonces

ag

— n=m
ttm P _ ] %0
z~>ooq(z) 0 n<<m

2. Para p(z),q(z) como en el caso anterior, ¢(z9) = 0, p(zp) # 0 se tiene:
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Hablemos ahora de compactificaciones. El espacio C no es compacto: {D(0,n)}
no admite subrecubrimientos finitos. Una compactificacién de un espacio topoldgi-
co (X, T) es un espacio topolégico compacto (X', T") que contiene a (X,T) en
el sentido siguiente: existe h : X — X’ continua e inyectiva tal que h(X) es
homeomorfo X y h(X) = X'. Si X'\ h(X) = {z1,...,2,} se dice que X se ha
compactificado tras la adicién de un ntimero finito de puntos. Las compactifica-
ciones por adicion de un solo punto revisten particular interés. Se sabe [?] que
todo espacio Hausdorfl X localmente compacto admite una w#nica compactifi-
cacion X' por un solo punto denominada “compactificaciéon de Alexandroff”. Se
construye asi. Primero X’ = X U{Py} donde P, no es un elemento de X (por
ejemplo Py, = (0,0,1) en el caso de C). Al tal Py se le llama oo, el “punto del
infinito”. La topologia T' en X’ se obtiene de la de X manteniendo los entornos
de los puntos de X y tomando {(X \ K)U{oco} : K C X compacto} como base
de entornos de oo.

Proposicién 2.19. Sea (X, T) localmente compacto y To. Entonces, el espacio
(X', T") es compacto, Ty y la inclusion h(z) = z, h : X — X' cumple las
propiedades de compactificacion senaladas mds arriba.

Demostracion. En efecto X' es Ty porque si  # P, y K es entorno compacto
de z, X'\ K es entono de Pn.

Asimismo, si G’ abierto en X', G = G’ \ Py, es abierto en X. Si ademés
P, € G’ tomando G = G’ \ Py resulta que X'\ G' = X\ Gy X'\ G’ C K para
algin compacto. En efecto (X \ K)U{Px} C G’ para algin compacto K C X.
Por tanto X'\ G’ es compacto en X si G’ es abierto y Py € G.

Probamos que X' es compacto. Si {G}} recubre X', P, € G para algin i.
Asi {G; = G5\ {Px} : i # ig} recubre X \ G;, que es compacto. Tomando el co-
rrespondiente subrecubrimiento {G1,, ..., Gi, } resulta que {G] , G ,..., G} }

i)
también recubre X”. O

En el caso de C el espacio compacto resultante se llama la esfera de Riemann
y se denota C,. A diferencia de la recta real R que admite compactificaciones
por adicién de un puno y por adicién de dos puntos, es consecuencia de un
teorema de K. D. Magill (1965) que la unica compactificacion (Tz) de C por
adicién de un nimero finito de puntos es la de Alexandroff !. La siguiente
propiedad es inmediata.

Proposicion 2.20. Una sucesién z, — oo en Co si y sélo si z, — oo de
acuerdo a la Definicion 1.17. Andlogamente lim,_,., f(z) = 0o en Cx si y sdlo
silim, .., f(z) = oo de acuerdo con la Definicion 1.17. Lo mismo sucede con el
caso lim,_, o f(2) = w.
Observaciones 2.6.

a) Las aplicaciones bilineales

az+b

cz+d’

fz) =

1Con mas precisién, Magill caracteriza las compactificaciones Hausdorff por un néimero
finito de puntos de espacios no compactos que también son Hausdorff.
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¢ # 0 definen homeomorfismos de C\ {—d/c} en C\ {a/c}. Tales aplicaciones
se extienden en forma tnica a homeomorfismos f de C,. Basta hacer f = f en

Cy
C ~ a

f(—g):oc. f(oo) = P

Cuando una aplicaciéon bilineal f se observe en C,, supondremos que se ha
efectuado esta extension y nos referiremos a ella como f (no usaremos f).

b) En el caso de semejanzas (c = 0)
f(z) =az+0,
la extension f consiste en hacer f(oo) = oco.

Que la compactificacién de C se llama la esfera de Riemann se debe a la
siguiente propiedad. Alli So = {x € R? : 22 + 23 + 23 =1} y N = (0,0,1) € So,
designa el polo norte de Sy. Afirma que S? es una compactificacion de C por un
solo punto y por tanto ha de ser homeomorfa a C.

Teorema 2.21. La aplicacion

T SQ\N — C
P=(n() > z=z+iy’

definida como:

RS n \ _&+in
T(P)<1—C’1—C> 1-¢’

es un homeomorfismo conforme, con inverso h : C — Sy \ N definido por:

hz) 2z 2y |22 -1
z) = .
22+ 17 |2 + 17 22 + 1

Observacion 2.7. La aplicacion T se llama la proyeccion de Steiner.
Teorema 2.22. C, es homeomorfo a Ss.

Demostracion. La aplicacién h : C — S%\ {N} se extiende a H : Co, — S?
tomando

H(oo) = N.
Que H es un homeomorfismo se sigue de que H es continua en co. En efecto,
una base de entornos de N es:

{U={zs>r}NS%*:r<1}.

Como
1+

H™'(U) = {z: 2] > 7=} U {oo},

es un entorno de oo, H es continua en oo.
Ahora H es continua y biyectiva. H es ademés cerrada: C' C C, cerrado
implica C' compacto y H(C) es cerrado en S? porque es compacto. Por tanto H

es un homeomorfismo.
O
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La siguiente propiedad habla de circunferencias en Se y de rectas y circun-
ferencias en C. Una circunferencia C en S es la interseccién de un plano 7 con
Ss. Esto coincide con el conjunto de puntos {z € S : | — x| = r}, con g € Ss.

En efecto
o2 = 1 [l =
|z — 20| = 12, —2(x,z0) = 1% — |70]? — 1,

y 7 tiene —2(z, x¢) = r? — |wo|?> — 1 por ecuacion.
Si el origen O y N pertenecen a m, C se denomina un meridiano, si 7 es
paralelo al plano z,y, C se llama un paralelo.

Observacidn 2.8. Las rectas r de C se completan con el punto co cuando se las
observa en C... Esto permite dar un tratamiento unificado a las propiedades
del resto del capitulo.

1
Por ejemplo la propiedad: “ f(z) = — transforma rectas que pasan por z = 0
z

en rectas v’ que también pasan por z =07 se prueba en C,, anadiendo oo a las
rectas. En efecto f(0) es el punto co de 7’ mientras la imagen f(co) del punto
co de r es el punto z =0 de 7.
1
Similarmente f(z) = — transforma una circunferencia C' que pasa por z =0
z

en una recta pues a 0 € C' le asigna el punto oo de r.

i i az+0b .
Con maés generalidad f(z) = mpt ¢ # 0, transforma rectas o circunfer-
cz

. a . .

encias que pasan por z,, = —— en rectas que contienen a 0o = f(2s). Aplica
c

. . a

rectas T que no pasan por z, en circunferencias que pasan por We, = — ¥

c
circunferencias que no pasal por 2o en circunferencias.

Bajo este convenio todas las rectas comparten en punto oo. Este hecho se
hace patente cuando proyectamos las rectas de Co, en S? mediante H: tales
proyecciones son las circunferencias de S? que pasan por el polo norte N.
Teorema 2.23. T transforma circunferencias de Sy que no pasan por N en
circunferencias de C y circunferencias de So que pasan por N en rectas de C.
Reciprocamente, h transforma circunferencias de C en circunferencias de Ss y
rectas de Co en circunferencias de So que pasan por N.

Demostracion. Si A+ Bn+C(¢ = D es el plano que define C' en Sy, T'(C) tiene
ecuacion:

(C — D)|z|* +2Ax + 2By = D + C.

Notese que N € 7 si y solo si C = D. La afirmaciones del teorema son ahora
evidentes.

Para demostrar el reciproco tomamos C; C C una circunferencia y tres
puntos A, B,C € C;. Si A, B’,C’" € S5 son sus imégenes, s6lo pasa un plano 7
por tales puntos y C' es la circunferencia que determinan en So. Ahora T(C) es
una circunferencia que contiene a A, B, C, luego T(C) = Cy. Por tanto h(Cy) =
C.
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Si r es una recta de C, r y N determinan un plano 7 y h(r) es por definicion
w(NS2 \ {N}), una circunferencia por N. O

Gracias a la proyeccion de Steiner se puede dotar a C., de una métrica que
describe su topologia. A saber:

de(z1,22) = |h(z1) — h(z2)] 21,22 € Coo \ {00}, de(z,00) = |h(z) — N|.

Se llama a d. la métrica cordal (alli | - | es la distancia euclidea de R?). Para
calcularla se tiene que si P, P’ € S entonces

[P — P[P =2{1-& —m' — ('}
De ahi:
2|21 — 29|
Vi6al? + 1]z +1
2

VIPFT

1
Ejercicio 2.1. Ya se sabe que g : Coo — Co definida como — para z # 0,z # oo,
z

de(z1,22) = 21,22 € Coo \ {00},

de(z,00) =

g(0) = o0, g(oo) = 0 es un homeomorfismo. La aplicacion g induce en Sa la
aplicacion § : So — So definida por G(P) = (H o g o H=)(P) = h(g(T(P))).
s Qué aplicacion es G?

Ejercicio 2.2. Los puntos de So pueden expresarse en la forma:
& = cos pcos ¢, 7 = COS Y sen @, ¢ =sen,

con 0 < ¢ < 2x (la longitud), —7/2 < v < /2 (la latitud). Pruébese que:

T(,n,C) = tag (% + g) e'?.

Ejercicio 2.3. Pruébese que d.(z,00) = lim,, o0 dc(z, 21).

2.5. Transformaciones bilineales. 2¢ nota

Designamos por

b
M={f(z)= % ta,bc,d e C, ad—bc#0}
el conjunto de las transformaciones bilineales.
Cuando f = az 0 c#0
cz+d Y
; a ;
lim f(z) = —, lim f(z) = oc.

z—00 C z——d/c
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y como ya se dijo, f constituye un homeomorfismo de C., cuando se definen
f(o0) = a/e, f(—d/c) = oco. En el caso de las semejanzas f = az + b se define
f(o0) = .

Por tanto, en lo que sigue consideraremos siempre a todas las aplicaciones
bilineales f € M extendidas a aplicaciones de C,, en Cq.

Hablamos ahora de los puntos fijos en C, de una f € M. Si ¢ # 0, f(o0) #
oo mientras z € C es un punto fijo si

az+b=z(cz+d).

Por tanto f posee uno o dos puntos fijos en Co (de hecho en C). Por otra parte
oo es punto fijo de f si y solo si ¢ = 0. El otro posible punto fijo saldria de
resolver:

(d—a)z=b.

Si d # a el punto fijo adicional es z = 7 .
—a
Si d = a pero b # 0 no hay méas puntos fijos.

Finalmente, si d = a y b = 0 nuestra aplicacion

es la identidad, que tiene a todos los puntos de C,, como puntos fijos.
Hemos demostrado por tanto lo siguiente.

Proposicion 2.24. La inica f € M con mds de dos puntos fijos en C es la
identidad f(z) = 2.

Para construir aplicaciones bilineales es importante la siguiente propiedad.

Proposicion 2.25. Dados z1, 22,23 € Co distintos y wi, ws,ws € Coy distin-
tos, existe a lo mds una f en M tal que f(z;) =w;, i =1,2,3.

Demostracion. Si f,g € M cumplen f(z;) = g(z;) entonces f~! o g tiene tres
puntos fijos y ha de ser la identidad. O

Una consecuencia importante es que se requieren tres condiciones para de-
terminar un elemento f € M.
Para estudiar propiedades adicionales de f € M introducimos la razén doble
(21, 22, 23, 24) de cuatro puntos distintos z; de C,. Esta se define como:
21 T R3 22 — 24
(Z13227Z37Z4) = *
21 — 24 22 — Z3
cuando los z; € C mientras que si uno de los z; = oo se toma como valor de la
razon doble el del limite de (21, 22, 23, 24) cuando z; — oo. Por ejemplo:
Z9 — 24

(00,22,23,224) = .
Z9 — 23

Algunas veces abreviaremos (z1, 22, 23, 24) como (2;).
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La aplicacién
S(Z) = (Z7 21, 22, 23)

(abreviado S(z) = (z,2;)) es el elemento de M que asigna a z1, 22, 23 € C la
triada 1,0, oco.

Proposicion 2.26. Si f € M y z1, 29, 23 son puntos distintos de Co, entonces

(2,21) = (f(2), f(2)) (2.1)
para todo z € Co.

Demostracion. Llamamos S1(w) = (w, f(2;)) v S(2) = (2, 2z;) y nos llevamos la
sorpresa de que S7 o f y S asignan los mismos valores a los puntos z;. O

Un problema pendiente es hallar la f € M que cumple f(z;) = w; para dos
triadas z; y w; de puntos distintos. Si S y S7 son las aplicaciones precedentes la
solucion es evidentemente f(z) = S;(S(2)).

En la practica w = f(z) se calcula despejando w en la ecuacion:

(w,w;) = (2, 2)-

Ya hemos visto que rectas y circunferencias de C, no son sino la imagen de
circunferencias en Sy por la proyeccién de Steiner. De hecho las rectas son las
circunferencias de So que pasan por el polo norte N € Ss. Por tanto el término
circunferencia también abarcara en lo que sigue a las rectas de C, (rectas de
C a las que se ha afiadido el punto o).

Proposicion 2.27. Cuatro puntos distintos z;, 1 < j <4, de C yacen en un
circunferencia si y solo si
(z) € RU{oo}.

Demostracion. En efecto si S(z) = (z, 22, 23, 24) sabemos que S™H(RU {c0}) es
una circunferencia C (incluyendo el caso de una recta de Cs) pues S™! € M.
Asi z; € C junto con los otros tres puntos.

Reciprocamente, si formamos la circunferencia C que pasa por 23, 23, 24, S
aplica este triplete en 1,0,00 y la imagen de C' es R U {oco}. Si por hipotesis
z1 € C entonces S(z1) = (2;) € R. O

Observacion 2.9. Sea C'la circunferencia de C, que pasa por los puntos z1, z2, 23 €
Cw. Es consecuencia de la propiedad que

o
3(z, 21, 22, 23) > 0

representa los puntos de una de las componentes conexas de C \ C mientras
x
(2, 21,22,23) <0

caracteriza los puntos de la otra componente de C\ C.
Si C no es una recta, oo ¢ C'y pertenece a una de las dos componentes. Se
llama componente exterior aquella a la que pertenece co.
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Z Z]

Figura 2.1: Orientaciones equivalentes a {z1, 22, 23} y orientaciones equivalentes
a {227 21, 23}

Proposiciéon 2.28. Sea f € M, C la circunferencia que pasa por z1, 22, 23, C’
su imagen por f. Entonces [ transforma las componentes C1,Co de C\ C en
las componentes C;,Ch de C\ C’.

Observacion 2.10. La propiedad es consecuencia inmediata del hecho de que f
es un homeomorfismo en Cg,.

Demostracion. Si C es una circunferencia su ecuacion se escribe:
S(z, 21, 22, 23) = S(f(2), w1, w2, ws) w5 = f(Zj)~

Si C4 es por ejemplo la componente 3(z, z;) > 0 entonces f(C1) es la compo-
nente (z,w;) > 0. O

En las construcciones con funciones bilineales es importante la nocién de
orientacion.

Definicion 2.29. Dada una circunferencia C una orientacion consiste en un
triplete ordenado {z1, 22,23} de puntos de C. El lado derecho C, (respectiva-
mente, izquierdo C_) de C relativo a {z1, 22,23} consiste en la componente de
C\ C caraterizada por

S(z,25) >0 (3(z, z;) <0).

Se dice que otra orientacion {21, 25, 24} de C equivale a la anterior si sus lados
derechos coinciden.

Las orientaciones cambian si se intercambian dos z; entre si. En particu-
lar, son invariantes frente a permutaciones circulares y {z1, 22, 23}, {22, 23, 21},
{z3,21, 22} representan la misma orientacion. La orientacion {z1, 22, 23} puede
identificarse con el sentido de recorrido de C' cuando se va de z; a z3 pasando
por zo. En la Figura 1.1 se da una imagen geométrica.

Proposicion 2.30. Sea {21, 22, 23} una orientacién de C. Entonces {22, 21, 23},
{21, 23, 22} y {23, 22, 21} constituyen orientaciones de C distintas de {z1, 22, 23}
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Demostracion. Es consecuencia de las identidades:

(2722721723) =1- (2721722723)

( ) !
Z,21,R3,22) — 77—
T (2,21722723)

O
Teorema 2.31. Sean C una circunferencia, {z1, 22,23} C C, Cy los correspon-
dientes lados de C y [ una aplicacion bilineal. Si C' = f(C), w; = f(z:) y se

considera en C' la orientacidn definida por {w1,ws, w3} entonces f(C_) = C"

y f(Cy) =C1.
Demostracion. Consecuencia directa de la Proposicién 1.26. O

Proposicion 2.32. Sea C la recta z = a+0bt, a,b € C, t € R. Para z; = a+t;b
con t1 < ta < ts. Entonces el lado izquierdo de C' con respecto a {z1, 22,23} es

zZ—a

b

3(

) >0,

es decir, el semiplano que queda a la izquierda de C' cuando se recorre en sentido
creciente de acuerdo a b.

Andlogamente si C es z = zo—l—rej’s, zj = 204re®i con0 < 81 < 89 < §3 < 27
y se considera en C la orientacion {z1, z2, 23} entonces el lado izquierdo C_ es
la componente acotada de C\C (es decir la region que queda a “mano” izquierda
cuando se recorre C en sentido positivo).

2.6. El teorema fundamental del algebra
Vamos a probar con métodos elementales que todo polinomio complejo

p(z) = a0+ + a

admite una raiz en C.
La prueba se fracciona en los siguientes lemas.

Lema 2.33. Dados un polinomio complejo p(z) y z0 € C emisten by, ..., b,
complejos tales que:

p(z) =p(20) + b1(z —20) + -+ bp(z — 20)" = Zanflzl'
=0

Mds aun:
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Lema 2.34. i p(z) es un polinomio complejo,

lim p(z) = oo.

Z—00

Lema 2.35. Sea p(z) un polinomio complejo. Entonces existe z* € C tal que:
)| = inf .
p(")] = inf [p(2)|

Finalmente:

Lema 2.36 (Lema de d’Alembert). Sea p(z) un polinomio complejo y zo € C
tal que p(z0) # 0. Existe entonces h € C tal que:

Ip(z0 + h)| < |p(20)]-

Teorema 2.37 (Teorema fundamental del algebra). Todo polinomio complejo
admite al menos una raiz.

Demostracion. Por el lema 1.35 |p(z)| alcanza el minimo en un z* quien, del
lema de d’Alembert, tiene que ser una raiz de p. O



Capitulo 3

Series de potencias. Funciones
analiticas

El estudio de las funciones de una variable compleja se puede abordar desde
dos 6pticas independientes que a la postre resultan ser equivalentes. Una, la de
Weierstrass, basada en la teoria de las series de potencias. Otra, sustentada en la
representacion integral (la integral de Cauchy) de las funciones regulares y que
se debe esencialmente a Riemann y Cauchy. En este capitulo nos vamos a ocupar
del tratamiento de Weierstrass relegando el enfoque de Cauchy y Riemann para
los dos siguientes capitulos.

3.1. Preliminares

Definicion 3.1. Sea D un abierto de C y f,, : D C C — C una sucesion de
funciones.

a) La sucesion f, converge uniformemente a una funcion f : D C C — C si
para todo € > 0 existe n. que solo depende de ¢ tal que |fn(2) — f(2)| < & para
n>ne ytodo z € D.

b) fn satisface la condicién de Cauchy uniformemente en D si para todo € > 0
existe n. que sélo depende de € tal que |fn(2) — fm(2)| < € para n,m > n. y
todo z € D.

Proposicion 3.2. Una sucesion f, : D C C — C converge uniformemente en
D si y sélo si satisface la condicion de Cauchy uniformemente en D.

Proposicion 3.3. Sea f, una sucesion de funciones que converge uniforme-
mente a una funcion f en D. Si todas las f, son continuas en zy € D en-
tonces f es continua en zo. En particular, si todas las f, € C(D,C) entonces
feC(D,C).

FEjercicio 3.1. Sean D C C un abierto, zo € D, f, : D\{z0} — C una sucesidn de
funciones que converge uniformemente en D\{zo} a una funcién f. Supongamos
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ademds que para cada n existe:

FEntonces:
a) Eziste | =1liml,.

b) Existe lim,_,,, f(z) y ademds:

lim f(z) =1

zZ—20

En otras palabras, el paso al limite cuando z — zo permuta con el paso al limite
en la sucesion de funciones:

lim {lim f,,} = lim{ lim f,}.
zZ—20 zZ—Z20
El siguiente resultado es clave para los objetivos del capitulo.

Teorema 3.4 (Teorema M de Weierstrass). Sea f, € C(D,C) una sucesion
de funciones tales que |f.(z)| < M, para 2 € D donde la serie > .- | M, es

n=1
. o0 .
convergente. Entonces la serie Y~ fn converge uniformemente en D y, por
consiguiente, la funcion

F(z) =) fal2)
n=1

es continua en D.

Ejercicio 3.2. Probar que:

a) f(z) => 0", nz" es continua en |z| < 1.

1
b) f(z) =30 s o continua en {Rz > 0}.

n=1 n2
Recapitulamos las definiciones de limite superior e inferior.

Definicion 3.5. Si a,, es una sucesion de nimeros reales los limiles superior e
inferior lima,,, lim a,, se definen como:
a) lima,, = inf, en{supy>, ar}.
b) lima,, = sup,,cny{infr>n ar}.
Siempre existen los limites superior o inferior de una sucesién, aunque posi-
blemente puedan valer co 0 —o0.
Proposiciéon 3.6. Sea L =lima,. Entonces:

a) —o0o < L < oo si y solo si para cada € > 0 existe ne tal que a, < L+ ¢ para
todo n > ¢ mientras existen infinitos n tales que a, > L — €.

b) L =00 siy sdlo si para cada M existen infinitos n tales que a, > M.
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¢) L = —c0 si y sélo si para cada M existe nyr tal que a, < M para todo
n>ny.

Observacion 3.1. Se dice que [ es un valor de aglomeracién de a,, si es el limite
de alguna subsucesién suya a,s. La propiedad que sigue relaciona los limites
superiores con los valores de aglomeraciéon. Notese que lim a,, y lim a,, son valores
de aglomeraciéon de la sucesion.

Proposicion 3.7. Ezisten subsucesiones a,:, a,» de una sucesion a,, tales que:
lim a,,, = lim a,, lim a,» = lima,,.
Mds atin, si anr es cualquier subsucesion convergente de a,, entonces se tiene:
ma7n < Hman’” < ma/n-
Como es natural, la sucesion a,, converge al si y sdlo si:
lima, = manv

stendo | el valor comin de tales limites.

3.2. Series de potencias

Definiciéon 3.8. Una serie (formal) de potencias' de z — a se define como

Z an(z—a)".
n=0

donde a,,a € C. Por simplicidad tomamos a = 0 en lo que sigue. C|[[z]] des-
igna el conjunto de las series (formales) de potencias de z (Clz] designa los
polinomios complejos en z) en el que se definen las operaciones:

a) Suma:
oo oo oo
Z anz” + Z by 2" = Z ap + bp2".
n=0 n=0 n=0

b) Producto por un escalar c € C:

S [eS)
2 n §
c aApz = Canpz
n=0 n=0

¢) Producto (de Cauchy):

<§: anz”> (i bnz"> = i cp 2" Cp = zn:akbn,k.
n=0 n=0 k=0

n=0

'La serie de potencias puede también definirse como una serie funcional.
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Es un ejercicio sencillo probar que C[[z]] es una algebra conmutativa con
elemento unidad y sin divisores de cero.

Nos ocupamos ahora del problema de la convergencia de las series de poten-
cias de z — a. Es obvia la convergencia a ag de la serie en z = a.

Proposicién 3.9. Una serie de potencias Y., ,an(z —a)" o bien converge
solamente en z = a, o bien converge para todo z € C, o bien existe p > 0 tal
que la serie converge en z si |z — a| < p y diverge si |z — a|l > p. Mds aiin,
en los dos dltimos casos la serie converge absolutamente en C (respectivamente
en D(a, p)) incluso uniformemente en cada compacto K C C (respectivamente,
K C D(a,p)).

Demostracion. Supongamos que la serie converge en zg # a y diverge en algin
z1 € C resulta entonces que

lan||z0 —a|™ < M,

para todo n. Se tiene entonces que

lan|lz —a|® < M (z—a|>

|z0 — a

y la serie converge absolutamente para todo z tal que |z —a| < |29 — a|. Resulta
asi que:

oo
p=sup{|z —al: Z an(z —a)" converge},

n=0

cumple |zp — a| < p < |z1 — al y la serie diverge para |z — a| > p. O

La proposicién dice que el conjunto de convergencia de una serie de potencias
Yoo o an(z —a)" cuando no es trivial (es decir {a}) o todo el plano complejo C
consiste en un disco abierto D(a, p) junto con algunos puntos (quizis todos o

quizas ninguno) de la circunferencia |z — a| = p.

Definicion 3.10. El radio de convergencia 0 < p < 0o de una serie de potencias
se define como el nimero p = 0 si sélo converge en z = a, p = 00 $i converge
para todo z € C o finalmente, el valor p de la Proposicion 77.

Observacion 3.2. Se desprende de la proposicién precedente que si p > 0 la serie
> gan(z —a)" define una funcién continua en el circulo D(a, p).

Ejemplos 3.3.

a) El radio de la serie > 2 2™ es p = 1.
. . z"
b) El radio de convergencia de > - o S P=00

¢) El radio de convergencia de > - n!z" es p = 0.

La matemética nos obsequia en algunos ocasiones con resultados “redondos”
y el que sigue es sin duda uno de ellos. Se recoge originalmente a la tesis de J.
Hadamard (1865-1963).
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Teorema 3.11 (Hadamard, 1892). El radio de convergencia 0 < p < oo de la
serie Yy qan(z —a)" se expresa en los siguientes términos:

(3.1)

1
" )y

Observacion 3.4. Como la expresion (77) se da en términos del limite superior,
no se requiere ninguna condicién extra sobre los coeficientes a,, de la serie.

Demostracion del Teorema de Hadamard. Asumimos para abreviar que a = 0.
Ponemos L = lim {/|a,| y suponemos que 0 < L < oco. Probamos que la serie

1
converge absolutamente si W > L. De la definicién de limite superior existen
z

0 >0y ng € N tales que:

\"/a\<1<i n>n
n 9 ‘Z| = Q-

n
z
lan]|z|" < <|9> n > ng,

1
v la serie converge absolutamente. Luego si L =0, p =00 y si L < o0, 7 <p

Por tanto

(p el radio de convergencia).
1
Suponemos ahora 0 < L < co y demostramos que la serie diverge si — < L.

E

En efecto, de la definicién de limite superior se sigue que

1
m < \n/ ‘Cbn‘7

para infinitos n € N. Esto dice por ejemplo que lim |a,||z|* > 1 y la serie no
puede converger. Por tanto, diverge para todo z # 0 si L = oo o diverge para
|z| > I si L es finito. En el primer caso p = 0, en el segundo p < I La prueba

ha terminado. O

Ejemplo 3.5. Supongamos A € C. La serie binomial se define como:

a(z) = i (2) 2"

n=0

(2) _ A()\—l)..T.L!()\—n+1)7 (3) .

Fue introducida por Newton (coincide de hecho con el valor (1 + z)* cuando
A € N) y estudiada en detalle por Abel. Se demuestra —usando el Ejercicio 77
(v. también el Ejercicio ??)— que tiene radio de convergencia la unidad.

donde
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La siguiente propiedad afirma que la serie de potencias obtenida formalmente
tras derivar k veces una serie dada, tiene el mismo radio que la original.

Proposicién 3.12. Sea Y .°  an(z —a)" una serie de potencias con radio de
convergencia p. Entonces para cada k € N la serie:

o0 o0
n! ek (m+ k)! m
2 o = 2 k(= —a)
n==k m=0
tiene radio de convergencia p.

Proposicién 3.13. Sean Y.~ an, Yoo obn series complejas absolutamente
convergentes y definamos
n
n = E akbnflv
k=0

Entonces la serie Y~ cn converge absolutamente y
oo oo o0
e (o) ()
n=0 n=0 n=0

Teorema 3.14. Sean >~ an(z —a)", Y07 bn(z — a):o series de potenciag
con radios positivos p1,p2. Entonces las series suma Yy, o (a, +b,)(z —a)
y producto ZZC:O cn(z —a)" tienen radio de convergencia ps y pp, respectiva-
mente, mayor o igual que min{p1, p2} satisfaciéndose las igualdades:

(e or) o (S ar) S e

|z — a] <min{py, p2}

y

<Z an(z —a) ) (Z bn(z —a) ) = ch(z—a)" |z—al < min{p, p2}.

n=0

Observaciones 3.6.

a) Para |z| < p se puede calcular la potencia m-ésima de la serie > - a,2" y
el resultado es de nuevo otra serie de potencias. En efecto:

(i anz"> = i al™, 2" (3.2)

donde
al™ = Z aj, ...aj,. (3.3)

Jittim=n
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b) Un caso de interés se tiene cuando ag = 0. La serie “potencia m-ésima” comien-
za a partir del exponente m (los primeros m — 1 términos son cero) y ademas
en la formula (??) solo intervienen coeficientes a; con j < n —1 cuando m > 2.

Ejercicio 3.3. Pruébese que el coeficiente aEZ“) de la potencia m-ésima se puede

escribir como:
|
(m) _ m: g «
an = Jao .. .an"7

en donde o = (ayp, ..., o) con los a; > 0 enteros, a! = a1!...a,! y la suma
estd extendida a todos los o que cumplen:

o] == ap + -y = m,

y ademds:
o1+ 2a9 + -+ noy, = n.

Indicacién: definase o en la férmula (??) como el namero de veces que aparece
a;j en un producto dado a;, ...a;, con ji + -+ jm, = n.

3.3. Funciones analiticas

Las funciones analiticas constituian la tnica clase de funciones de curso le-
gal durante el siglo XIX. Dominaron el célculo antes de lo que hoy conocemos
como Analisis Real, cuyo punto de partida fue la introduccion de la integral de
Lebesgue a comienzos del siglo XX. Una evidencia explicita del elevado estatus
del que gozaban en la matematica de entonces es el papel preponderante que
desempenan tales funciones, en la seccion de analisis de la célebre lista de prob-
lemas propuesta por David Hilbert en el Congreso Internacional de Matematicas
de 1900 ([?]).

Definicion 3.15. Sea G C C un abierto. Se dice que una funcion f : G — C es
analitica si para todo zg € G exzisten p > 0 y una sucesidn compleja {a,}, que
dependen de zg, tales que:

f(z):zan(z—zo)” |z — 20| < p.
n=0

Observacion 3.7. Esta implicito en la definicién que f se representa en el entorno
de cada punto por una serie de potencias con radio de convergencia positivo,
por tanto son funciones continuas. Comprobaremos en el siguiente capitulo que
de hecho son funciones infinitamente derivables.

Ejemplos 3.8.

1) Un polinomio p(z) = agz™ + - - - + ap, es analitico en C. En efecto, dado a € C
se puede escribir —segln se vio— como p(z) = by +b1(z —a) + -+ + bp(z — a)™.
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1
2) La funcién f(z) = . es analitica en C\ {1}. En efecto, para a € C dado:

—z
1 1 1 > 1 .
-2 1-a L _2—a _nz::o(l—a)"ﬂ(z_a) '
1—-a

Notese que el radio de convergencia de ésta altima serie es |a — 1].

3) Funciones racionales. Si

p(z)
fz) =22
) q(z)
esracional y ¢(z) tiene raices as, . . ., a; la funcion f es analiticaen C\{a1,...,a;}.
A tal fin nétese que
A B C
A e R E A A

donde las o; son las multiplicidades de las raices. Para desarrollar en serie de
potencias de (z — a) donde a € C\ {ay,...,qa;} basta usar la idea del apartado
1

(z—a)>

2). De hecho las funciones son analiticas porque son potencias de

funciones analiticas.

La siguiente proposicién establece que las propias series de potencias con ra-
dio de convergencia positivo definen funciones analiticas en su disco (circulo) de
convergencia. A la luz de los resultados de los Capitulos IV y V demostraremos
en su momento que esto también es consecuencia de la derivabilidad de las series
de potencias. La que sigue es, no obstante, una prueba directa que evita dicha
derivabilidad.

Teorema 3.16. Sea Y .~ a,(z —a)" una serie de potencias con radio de con-
vergencia p. Entonces, para cada zy € D(a, p) la funcion:

f2)=) an(z—a)"

se puede representar en la forma:

f(2) =Y balz = 20)",
n=0
> m! —n - m m—n
by, = Z:: mdm(zo —a)" " = Z:: (n>am(z() —a)

siendo la serie convergente en cada z cumpliendo |z — zo| < p — |20 — al.
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La prueba emplea algunos resultados basicos de series dobles.
Sea anm una sucesion doble de ntimeros complejos. Se dice ([?]) que la serie

doble: -
Z anm,

n,m=0

es convergente? y tiene suma s € C si para todo € > 0 existe n. tal que para
min{M, N} > n.:

Z Apm — S| < €.

0<n<N,0<m<M

Puede probarse que si a,,, es una sucesién doble de nimeros reales no neg-
ativos by, la serie doble:
o
§ bnma

n,m=0

es convergente y tiene suma s si y soélo si

§ = Sup Z bpm

(n,m)eF

donde F' C N x N denota un conjunto finito y el supremo se extiende a todas
las partes finitas F' de N x N.

Asimismo, un camino util para establecer la convergencia de series dobles de
términos no negativos es el de las series “iteradas”

e} oo 0o oo
>4 2 bam > 42 bum
n=0 \{m=0 m=0 (n=0

Para series dobles de términos no negativos la convergencia equivale a la de
las iteradas y de hecho se tiene siempre la igualdad (de valor +o00 en caso de
divergencia de la serie)

Z bnnL = Z Z bnm = Z Z bnm

n,m=0 n=0 \m=0 m=0 (n=0

Finalmente, la suma s de una serie doble de términos no negativos >, _ o bum

se puede obtener como el limite de sumas finitas de términos con tal que el
ntmero total de términos sumados acabe abarcando todo N x N. En términos

mAas precisos:
s = lim E b
N—oo nm
(n,m)EFN

donde Fly es cualquier sucesion de partes finitas de N x N con la propiedad
Fny C Fny1 y UR—oF N =N x N. Se omiten los detalles por simplicidad.

2Podia haberse empleado la nociéon més restrictiva de familia sumable que ofrece la ventaja,
de que la convergencia equivale a la convergencia absoluta. Véanse detalles en [7].



10 CAPITULO 3. FUNCIONES ANALITICAS

Como en el caso de series simples una serie doble absolutamente convergente
es también convergente y

%) 00
‘ Z anm| < Z ‘anm|~
n,m=0 n,m=0

La prueba del siguiente resultado se omite por brevedad (cf. [?]).

Teorema 3.17. Sea ay,, una sucesion doble de nimeros complejos y supong-
amos que la serie

converge absolutamente.
Entonces:

a) Para ng, mg arbitrarios las series parciales:

oo oo
E anmo E anom

n=0 m=0

convergen absolutamente.

b) Las series “iteradas”

convergen absolutamente.

¢) Se tienen las igualdades:
o0 o0 o0
g Apm = § g Apm ¢ = g g Apm ¢ -
n,m=0 n=0 m=0 n=0
Demostracion del Teorema ?7. Dado 2y consideramos los z tales que:
2= 20l < p— |20 —al,

p el radio de convergencia de la serie. Como |z — 2zo| + |20 — a| < p se tiene que
la serie:

o0
S~ lealls =2 + = al)” = 5= 3 (1) anllz =20 "z0 " < .
n=0 n=0m=0

Esto quiere decir que la serie doble:

ZZ() (z—20)"(20 —a)"™™ Zanz—a

n=0m=0 n=0
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es absolutamente convergente. El Teorema ?? autoriza a cambiar el orden de
sumacion para tener:

i i (;) an(z — 20)™(20 —a)""™ =

n=0m=0

i (i (;) an(z0 — a)"m> (2 —20)™ = mi: by (2 — 20)™.

m=0 \n=m 0

O

Para estimar el tamaiio del conjunto de las funciones analiticas en un abierto
G C C nada mejor que disponer de reglas que nos permitan generar funciones
analiticas a partir de funciones analiticas conocidas. La siguiente propiedad es
elemental.

Proposicion 3.18. Sean f, g analiticas en G C C abierto. Entonces f+g y fg
son analiticas en G.

Dentro de la filosofia de fabricar nuevas funciones analiticas a partir de
funciones conocidas el resultado que sigue también es natural. Su demostracién
es mas delicada.

Proposicion 3.19. Si f: G —-C yg:Q — C, G, abiertos son analiticas y
f(G) C Q entonces go f es analitica en G.

Demostracion. Suponemos que zg € G, f(20) = ag € Q. Hemos de probar que

la composicién g o f se puede representar en la formas:

[e.9]

90 5(2) = g(f(2) = 3 emlz — 20)"™,

m=0

siendo la serie convergente para |z — zp| < r. Se sabe que
oo
f(z) =ao+ Z an(z — 20)"
n=1

. oo m . s
mientras g(w) = >, bm(w —wp)"" con wy = ag, en los respectivos circulos
de convergencia. Si |f(z) — ao| = |f(2) — wo| < pg (pg €l radio de la serie de g)
podemos escribir:

9(f(2)) = Y bulf(2) —wo)™ =D bm (Z an(z — Zo)") :
m=0

n=1

El -importante— lema que sigue nos garantiza la posibilidad de reorganizar la
serie para —preservando la convergencia— sacar factor comin las potencias de
z — 2o y escribir, sumando en dichas potencias:

o0

92 =3 enlz—20)"

m=0
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La proposicién se sigue a su vez de la siguiente.

Lema 3.20. Sean ) . ,anz", >~ oby2" series de potencias con radio de
convergencia positivo de forma que

ag = 0.
Entonces, la serie substitucion.:
o0 o0 m o0
E b E anz" = E cpz"
m=0 n=1 n=0

tiene radio de convergencia p > 0. Ademds:
o0

9(f(2) = en2"
n=0

donde f y g son las funciones representadas por las series > anz™ y > bpz",
respectivamente.

Demostracion. Si p, y pp designan los radios de convergencia de las series
Y anz™ y > bpz™ se tiene que

9(f(2)) = Z b (f(2))™ = bo + Z bm(z anz")™

m=0 m=1 n>1

estd bien definida con tal que |f(z)| < pp. Dicha serie es de hecho la serie iterada:

o0 o0 o0

bo + Z bm(z anz™)™ = by + Z b { Z a%m)z”} ,
m=1 n>1 m=1 n=m

donde agl) = ay, y los o™ = a%m)((ai)lgign_l) son, para m > 2, polinomios

homogéneos de grado m y coeficientes enteros positivos en los a; con 1 < ¢ <

n — 1. La cuestién fundamental es que podemos cambiar el orden se sumacién

en la ultima serie para tener:

oo oo 0o n 0o
bo+ Y bm { > a&{")z"} =bo+ { > bmaﬁ,m} 2t =) end®,
m=1 n=m n=1 (m=1 n=0
donde
Co = bO C1 = b1a1
y

Cn = Z bma;m) =bian + Pn(bay...,bpsa1,...,an_1)

m=1
donde P, es un polinomio lineal en los by (2 < k < n),de grado n en los a;
(1 < j < n), cuyos coeficientes son enteros positivos.
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Para justificar el cambio de orden nos basta con verificar que la serie doble:
o0 o0
bo + Z b, { Z ag”)z”} (3.4)
m=1 n=m
es absolutamente convergente si
o0
> lanllzl" < .
n=1

En efecto, en tal caso, la serie doble de términos positivos:

bo+ D [bml (Z |an|z|"> =bo+ Y lbml D al™e[”
m=1 n=1 m=1 n=m

con ai™) = aﬁ?)((\ai|)1gi§n,1), converge y mayora a la serie (77) pues:

[bmai™ 2" < bmlal™|z]".

- . ~(m . .
Notese que los coeficientes a7(1 ) son no negativos. Por tanto, hemos terminado.

O

3.4. Funciones exponencial y logaritmo

Definicién 3.21. Se define la funcion exponencial f(z) = e* como la serie:

La funcién exponencial se ha definido mediante una serie de potencias cuyo
radio de convergencia es p = co. Llamaremos enteras a este tipo de funciones.

Definicion 3.22. Se dice que una funcion compleja f es entera si
(oo}
flz)= Z anz"
0

donde la serie converge en todo z € C.

Proposicion 3.23. Se satisfacen las siguientes propiedades:
1) eV =1.

2) ef1tF2 = ez,

3) e # 0 para todo z. Mds ain et =2,

4) €® =e%e¥ =% cosy + ie¥ seny.
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La formula de Euler del Capitulo I esta recogida en 4).

Proposicion 3.24. La funcién €'* es periddica de periodo 2mwi. Mds aun:

siy solo si 2’ = z + 2kwi para k € Z.

Notese que e” es la extensiéon compleja de la funcién exponencial real la cual,
seglin sabemos, se representa mediante el desarrollo:

X n
x

e’ = E — xz eR.
o

En el apéndice del Capitulo I se introdujeron asimismo las funciones reales
y(x) = senz y y(x) = cosx como las soluciones de la ecuacion diferencial
y"”+y = 0 que satisfacen las condiciones y(0) = 0, y'(0) = 1y y(0) = 1,¢'(0) = 0.
Observamos que tales funciones se representan mediante los desarrollos en serie
de potencias de x:

st x2n+1 ol x2n
senx = ’;(_1) m COST = ;(_1) ﬁ

La definicién que sigue introduce las correspondientes funciones trigonométricas
elementales, por el simple procedimiento de asignarle a x valores complejos.

Definicion 3.25. Se definen las funciones seno y coseno:

0 Z2n+1 St Z2n
sen z = ngo(*l) m COS z = ngo(*l) Tm

Proposicion 3.26. Las funciones senz y cosz son periddicas de periodo 27.
Se tienen ademds las relaciones:

e'” = cosz +isenz,

eiz + 6—iz eiz _ e—iz
COSZ = ——m— Ssenz = ———
2 24

Se satisfacen la mayoria de las propiedades elementales de las funciones
trigométricas que se relegan a los problemas. Se sobrentienden asimismo las
definiciones habituales de tag z, sec z, etc.

El que la funcién e® sea periddica implica que admite multiples maneras de
ser invertida. Esto ya se observé en el caso de la inversa de z™. De hecho, se da la
misma situacién en el caso de una variable real con las funciones trigonométricas
(arcoseno, arcotangente, etc.). Las inversas de la funcién exponencial se deno-
minan “funciones logaritmo” cuyo estudio —idéntico al de la funcion argumento—
iniciamos ahora.
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Definicion 3.27. Se dice que w es un logaritmo de z si e” = z.

Para z # 0 dado todos los logaritmos de z son:
w = wgy + 2k7i, keZ,

donde wy es un logaritmo particular. Especificamente, si z = |z|e’? los logaritmos
de z son w = log|z| + 6 + 2kni, k € Z.

Ahora bien, nos interesa el logaritmo como funcién de z y no como una mera
“reata” de valores que dependen de z. Se trata entonces de invertir la funcién
exponencial. Una consecuencia de nuestro estudio de la funcién argumento es la
siguiente propiedad.

Proposicién 3.28. Para cada 7 € R la apliciacion f(z) = e*:
fi{r <z <1421} — C\ {0},
es biyectiva, con inversa:
fHz) = log|z| +iarg, .
Mds ain:
Fh:Q, =C\{te" :t >0} — {7 < Iz <71+ 27},
es continua.

Demostracion. Llamamos G = {7 < Qz < 74 27} y f es inyectiva pues:

2 z /

e =¢* = xz=2 & Yy —y=2kn,

con lo que y' = y. Para probar la sobreyectividad escribimos g(z) = log|z| +
iarg, z, cuyo dominio es C\ {0}, g(C\ {0}) C Gy

flg(w)) = w.
De ahi mismo sale que f~1(2) = g(2). O
La funcién f~! de la proposicién se denomina:
log, z =log |z| + i arg, 2.

En particular, la eleccion de Gy = {0 < Sz < 27} en la proposiciéon da lugar a
la funcion:
log z = log |z| + i arg z,

que es continua en Q = C\ {z > 0}.
Se llama funcién logaritmo principal a la inversa de e* cuando en la proposi-
cion se toma G* = {—7 < $z < 7}. Se la representa por:

Log z = log |z| + iArg z,
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y define una funcién continua en Q2 = C\ {z < 0}.
El logaritmo principal satisface las propiedades elementales:

Log z120 = Log 21 + Log 2o + 2kmi,

Log 2" = n Log z + 2k,

1
Log {/z = — Log z.

n

Como en el caso real, se usa el logaritmo principal para introducir la funcién
potencial de exponente complejo:

Z)‘ — e)\Log z’

asi como la funcién exponencial,

af = ezLog a

Hemos encontrado inversas g de la funcién exponencial que son continuas en
ciertos dominios © C C. Por ejemplo: g = Log z definida en = C\ {fz < 0}.

Resulta evidente que si el par (g,) define una inversa de la exponencial
entonces la familia (g + 2k7i,Q), k € Z, comprende infinitas inversas de la
exponencial.

Se suelen usar los términos “hoja”, “rama” o “determinacién” del logaritmo
para referirse a todas estas funciones. Mas generalmente se tiene la siguiente
definicion.

Definicién 3.29. Sea G C C un abierto y f € C(G,C). Se dice que (g,92), Q C
C un dominio y g € C(Q,C), es una rama de inversa de f o una determinacion
de f=1sig(Q) CGy

flg(z)) = 2. (3.5)

Observacion 3.9. Se desprende de (?7?) que Q C f(G). No es dificil comprobar
que f: g(2) — Q es biyectiva, por tanto un homeomorfismo, de donde se tiene
que g(2) también es un dominio.

Proposicion 3.30. Si (f,Q) es una determinacion del logaritmo entonces todas
las demds determinaciones posibles (h,Q) del logaritmo en Q son de la forma:

h(z) = f(z) + 2kmi,

para algin k € Z. Por otra parte no existen determinaciones (f,Q)) del logaritmo
tales que ) contenga un circulo perforado {z : 0 < |z| < r}.

Una consecuencia inmediata es que todas las determinaciones (ramas) g del
logaritmo en Q = C\ {z < 0} tienen la forma:

gk (2) = log|z| + iArg z + 2k,
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para algin k € Z. Precisamente, llamamos logaritmo principal a la rama k = 0:
go(z) = log |z| + iArg 2.

Bajo la 6ptica de las ramas de inversa no esta de mas que caractericemos las
determinaciones de la raiz n-ésima en un dominio Q C C\ {0}.

Proposiciéon 3.31. Si (f,Q), Q C C, es una rama de la raiz n-ésima entonces
las otras ramas de la raiz n-ésima en ) tienen la forma:

2k7

fe(z) =e w1 f(2) k=0,1,...,n—1.
Mas aiin ninguna de tales determinaciones es tal que 0 € €.

Demostracion. Si (f,Q) v (g,2) son determinaciones f(z)/g(z) es continua en
Q\ {0} —que sigue siendo un dominio—y (f(2)/g(z))™ = 1 en dicho dominio. En
efecto, f(z)™ = z significa que f(z) # 0 si z # 0.

En particular, f/g toma valores en el conjunto discreto {1,¢,...,(,—1} de
las raices n-ésimas de la unidad. Por tanto f/g es constante en Q \ {0}.

La altima afirmacion es consecuencia de que, por ejemplo, la funcién {/z no
es continua en un tal circulo perforado. O

Continuamos ahora con un analisis de la funcién seno. La funcién seno real
senx es biyectiva de [~F,T] sobre su imagen [—1,1]. Inspirdndonos en ello

comprobamos que sen z es biyectiva en la regién B* sobre su imagen C donde

B*:Bu{zz—g+it:t20}u{z=g+it:t§0},

B:{—g<§}%z<g}.

Asgimismo, sen z es biyectiva cuando la restringimos a B sobre su imagen €2 :=
C\ {22 > 1}.

Probamos las afirmaciones. Primero la inyectividad, si 2,2’ € B*, 2 # 2’ y
sen 2z’ = sen z entonces

Como [Rz" — RNz| < T resulta ¢'z' # ¢'* por tanto:

ei(z+z’) —
de donde z + 2’ = 7+ 2k7. Si las partes reales son z, ' resulta que x + 2’ = +7.
Al ser x # 2’ € [-5, §] estas identidades no son posibles. Luego z = 2'.

Para demostrar la sobreyectividad escribimos:

senz = w,

para llegar a:

z = —i Log {iw + V1 — w?},
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donde —por razones que vemos mas abajo— tomamos el signo + designando la
expresion por g(w). Resulta que g(w) € B* para todo w € C. Justificado esto
se concluye que sen z es biyectiva en B* con inversa g(z) definida en C.

En la comprobacion de g(w) € B* primero suponemos que —1 < w < 1 con
lo que

_ T
g(w) = Arg (V1 —w? +iw) € [—5, 5]

Si hubiéramos elegido el signo — més arriba no habriamos obtenido este resul-
tado. Por otro lado si |w| > 1, w todavia real, resulta:

g(w) = signo (w)F +ilog w + vu? —1|,
y log |w + vw? — 1] recorre (0,00) (respectivamente, (—00,0)) si w > 1 (w <

—1).
Finalmente, consideramos w = z + iy con y # 0 y probamos que

Riw + /1 - w?} = —y+%\/|1—w2| FA—2Z 147 > 0.
Esto equivale a:
1= w?[+ (1 =2 +y%) > 27,
(1= + %) + 42y > (1 - 2% — )%,
1 —22+5%)2% - (1 —2® —9*)? +42%9y* > 0,
4(1 — 23)y*42?y* > 0 & 4% >0,
v la comprobacion ¢(C) C B* queda terminada.

Definicion 3.32. La funcidn arcoseno principal se define como:

Arcsen z = —i Log {iz £ /1 — 22}
Es continua en C\ {w? > 1}.

Observaciones 3.10.

a) Las funciones
fx(2) = Arcsen z + 2k,

toman valores en B* + 2kw e invierten al seno (son ramas de inversa del seno
cuando éste se observa con dominio C).

b) Se sabe que
sen(m — z) = sen z,

por tanto la funcién
g(z) = m — Arcsen z,

que toma valores en B* + 7 también invierte a la funcién seno. Lo mismo sucede
con las funciones

gk(z) = 7 — Arcsen z + 2k, keZ.
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Ejercicio 3.4. Analizar las transformadas de las curvas coordenadas:
I'={Rz=20}NB Ly = {Imz=1yo} NB,
por medio de la funcidn seno, usando para ello la representacion:
sen z = sen x cosh ¢y + cos x senh y.
Pruébese que f(C) = C.

Ejercicio 3.5. Pruébense las siguientes propiedades:
a) sen(—z) = —senz, senz’ = —senz donde 2’ = 2km — z para un k € Z.
b) sen(m + z) = —sen z.
Concliyase que sen z no puede ser inyectiva en ninguna banda B = {a < Rz < [}
cuyo ancho § —a > .

Procedemos ahora con la funcién tag z siguiendo métodos similares a los
del seno, primero observando la funcién real en (-7, 7). Se concluye que la

™
funcion tangente también es biyectiva de B** = BU {z = —3 +it:t <0} U

T
{z=—=+41it:¢t> 0} con valores en Q\ {£i} y su restriccion a B lo es sobre su

conjunto imagen C\ {i(—oo0, —1) Ui(1,00)}.
En primer lugar '
1— 6212

tag z = Zw,

en donde como e?# # 1, 00 vemos que la imagen de tag z excluye los valores =+i.
Como composiciéon de aplicaciones inyectivas, tag z es inyectiva en B mientras

+ ) _
1—Z zzg—ktz u=e"?,

tag z =1

con lo que tag z recorre i(1,00) cuando z = § +ti con t > 0.
Para estudiar la sobreyectividad escribimos tag z = w para concluir:

= g(w) = = Log (”“”).

27 1—w

Es muy sencillo ver que g(C\ {£i}) C B** lo que concluye la comprobacion de
biyectividad.



Capitulo 4

Derivabilidad en C

4.1. Derivabiliad

Definicion 4.1. Sea f: G C C — C una funcién compleja, G C C abierto. Se
dice que [ es derivable en zg € G con derivada f'(zo) si

lim f(z) = f(20) — lm f(z0+h) — f(20)
h

z— 20 Z— 20 h—0

= f'(20)-

Proposicion 4.2. Sea f : G C C — C una funcién compleja definida en G C C
abierto de C. Que f sea derivable en zy equivale a que exista A € C tal que

f(2) = F(z0) + Az = 20) + 9(2), (4.1)
donde g(z) = o(|z — z0|) cuando z — z.

Observacion 4.1. Otra forma equivalente de escribir la relaciéon (??) es poner:

9(2) = h(2)(z — 20),
donde h es una funcion que cumple lim,_,,, h(z) =0 (h = o(1) cuando z — z).

Por razones que se aclaran en el Capiulo V las funciones derivables en un
dominio G C C se denominan funciones holomorfas en G.

Las propiedades siguientes se prueban exactamente como en el caso de una
variable real.

Proposicion 4.3. Sean f,g: G C C — C funciones complejas definidas en un
abierto G C C y derivables en zo € G. Entonces:

a) | (y también g) es continua en zo. Mds atin

|f(2) = f(20)| < L]z — o,

si |z — zo| < r para ciertas constantes L, r.

1
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b) Para A\, € C la funcion A\f + pg es derivable en zo con
(Af +19)' (20) = Af'(20) + 19’ (20)-
c) [Regla de Leibnitz] fg es derivable en zy y

(f9)'(20) = f'(20)g(20) + f(20)g'(20)-

d) Supuesto g(zo) # 0 la funcion g es derivable en zg y

f ' o) = f'(20)9(20) — f(20)g'(20)
(5)

9(20)?

Es también importante la propiedad siguiente.

Proposicion 4.4 (Regla de la Cadena). Sean f : G - C, g: Q — C, G,Q
abiertos de C, f(z9) = wo con z0 € G, wg € Q y f y g derivables en zy y wo,
respectivamente. Entonces g o f(z) = g(f(2)) es derivable en zy y

(g0 .f)'(20) = g'(wo) f'(20) = ¢'(f(20)) f'(20)-

Demostracion. Se tiene:

g(w) = g(wo) + g'(wo)(w — wo) + g1 (w),

f(2) = f(20) + f'(20)(2 = 20) + f1(2),

con g1 = o(jlw—w1]) y f1 = o(|z—20]) cuando w — wy y z — 2o, respectivamente.
Por substitucién directa se tiene:

9(£(2)) = 9(f(20)) + g'(wo) f'(20) (z = 20) + I(2),

con
h(z) = g'(wo) /1(2) + g1(f(2)).

Como h(z) = o(|z — z0|) cuando z — 2o hemos terminado. O

Ejemplo 4.2. Los polinomios y las funciones racionales son derivables en sus
dominios de definicién. El célculo de sus derivadas es idéntico al del caso real
pues:

(Zn)/ _ nznfl‘
Proposicion 4.5. Sea f : G C C — C una aplicacién derivable en G, f'(z9) # 0
Y 1,72 dos curvas C* (Cap. I) incidentes en zo. Entonces el dngulo de 1 a o
en zo coincide con el dngulo de v; = f(v1) a4 = f(72) en wo = f(20).
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Demostracion. Si ¢;(t), t € [a,b], i = 1,2, son las parametrizaciones de las
curvas, zg = p;(to) resulta:

Z(y1,72) = arg (Zégg;) = arg <W> = Z(71,7%);

que es lo que se pretendia demostrar. O

Si una funcion f es derivable en un abierto G C C y su derivada f’ es
derivable en 2y entonces (f’)(zo) se llama la derivada segunda de f en 2o y
escribimos f"(zp) en lugar de (f’)'(z0). De manera analoga se introducen las
derivadas de orden n. Una verdadera “gema” del analisis complejo es la propiedad
que afirma que una funcién f que es derivable en un abierto G satisface a)
que su derivada f’ es una funcién continua en G, b) que admite derivadas de
todos los ordenes en G, ¢) que es analitica en G (cf. Capitulo IIT). Todavia
tardaremos lo suyo en esclarecer todo esto (los impacientes pueden acudir a los
textos clasicos de la materia, [?] por ejemplo). La siguiente propiedad juega un
papel fundamental en la prueba de este hecho.

Proposicién 4.6. Sea > o a,(z —a)" una serie de potencias con radio de con-
vergencia p > 0. Si representamos por D = D(z,a) el circulo de convergencia y
f(2) la suma de la serie en D entonces f admite derivadas de todos los érdenes

Yy
f®(z) = Zn(n —1)...(n—k+1ay(z—a)" "
n=k

En particular
o0

Fe) =32 2 i)z~ a)"

n=0

Demostracion. Todo se reduce a probar que f es derivable en D y que su deriva-
da vale:

fl(z) = Z nan(z —a)" L

n=1

Como el segundo miembro posee el mismo radio de convergencia que la serie
de partida, se le puede aplicar el resultado de derivabilidad para, tras repetir el
proceso k veces, llegar a la conclusiéon deseada.

Haciendo z = a en la serie derivada k veces se obtiene:

Klay = f*(a).

Daremos dos demostraciones de la derivabilidad de f. La primera es directa,
mientras la segunda hace uso del hecho de que las series de potencias definen
funciones analiticas en su disco de convergencia (ver le Teorema ?? del Capitulo

III).
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A) Primera demostracion. Probamos que f es derivable en cada disco D(a,r)
con 0 <7 <p.
Poniendo f1(z) =Y oo na,(z —a)" "' demostramos que:

f(2) = f(20) = f1(20)(2 — 20) = o(|z — 20]),

cuando z — zg. A tal fin es atil recordar que:

Z nlal, "t < oo,

mientras escribimos:

N o'}
f) =) an(z—a)"+ Y an(z—a)" = Sy(2) + fn(2),
n=0 n=N-+1
y
N o0
fi(z) = Zan(z —a)" Z na,(z —a)""t = Sy (2) + fin(2).
n=1 n=N+1

Entonces:

f(Z) - f(ZU) - fl(ZO)(Z - ZO) = SN(Z) — SN(ZO) — S;V(ZO)(Z — ZO)
+ fn(2) = fn(20) — fin(20)(z — 20) = T+ I1.

Noétese que:
II = Z an ((z—a)" = (20 — @)™ — n(z0 — a)" (2 — 20))
N+1
= (27’20) Z Ay ((Z — a)n71 -+ (Z — a)n72(ZO — a) —+ .. (ZO — a)n71 — n(zo — a)nil) ,
N+1
de donde

oo
[II| < (2 Z n|an|7""_1> |z — zo] < %\z — 2o/,

N+1
para N > N.. Por otra parte, tomando N = N, en [ resulta:

5
|| < 5\2—20|7

si |z — 29| < 0. Por tanto |[Af — f1(z0)Az| = [T+ 11| < e|Az| si |Az| < 0, donde
Az = z — z9. Esto prueba la derivabilidad de f en zj.

B) Segunda demostracién. Primero comprobamos que la derivada de f en z = a
es ay1. En efecto,

F(2) = fla) +ai(z = z0) + (= a)* ) an(z —a)" 2.
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Como:
fa(z) = Z an(z — a)"72
n=2

es continua en D la derivabilidad se sigue de manera inmediata.
Tomamos ahora zp € D y recordamos que f(z) se puede representar en la

forma;
o0

£@) =3 balz—20)",

n=0
donde la serie converge en |z — zo| < p— |20 —a|, bg = f(20) ¥

oo

by = Z nan(zo —a)" 1,

n=1

(ver el Capitulo IIT). Por tanto, f es derivable en zp y su derivada es b;. Eso es
precisamente lo que teniamos que demostrar. O

Observacion 4.3. Acabamos de probar que las series de potencias se pueden
derivar término a término en su circulo de convergencia tantas veces como se
quiera.

Una consecuencia directa de esta proposicién es la siguiente propiedad.

Proposicion 4.7. Sea f una funcion analitica en un abierto G C C. Entonces
f es infinitamente derivable en G y para cada 2o € G, f se representa en la
forma:

£ = 3 O o)z o)™ (12)
n=0 "

La expresion (?7?) se conoce como el desarrollo de Taylor de f en zo.

Ejemplos 4.4.
a) La funcion f(z) = e* es infinitamente derivable en C con derivada f'(z) = e*.

b) Las funciones f(z) = cosz y g(z) = sinz son infinitamente derivables en C
con derivadas f'(z) = —senz y ¢'(z) = cos z.

¢) |Raices n-ésimas|. Sea

Arg z42km i
n

f(z) = V/lzle

0 <k <n-—1 una rama de la raiz n-ésima y 2o € C\ {x < 0}. Entonces f es

derivable en zg y
1

P = Lo
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En la siguiente propiedad desenterramos el “esqueleto” real de una funcién
derivable. Si f : G — C, f = u + iv, es una funciéon compleja y G un abierto
entonces f define al mismo tiempo la aplicacién real fr : G C R? — R? definida
como fr(z,y) = (u,v). Se recuerda que una aplicacion F : G C R? — R? es
diferenciable en (x¢,y0) € G si existe L : R? — R? lineal tal que:

F(x,y) = F(zo,y0) + L(z — x0,y — yo) + G(2,y), (4.3)
donde G(z,y) = o(r) cuando  — 0 con r [(x — o,y — yo)|- Si F =
(u(z,y),v(z,y)) la matriz de L tiene la forma:

ou ou
dr Oy
o o
dr Oy

Usando la notacién vectorial Zo = (zo,%0), h = (h1,hs) la relacion (7?) se
escribe equivalentemente como:

F(Zo + h) = F(Zo) + Lh + o(|h]),
cuando |h| — 0.

Teorema 4.8. Sean f : G CC — C, 2o = w9 +iyo € G, fr : G C R? — R?,
fr = (u,v) la apliacion real asociada a f.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) f es derivable en 2.

2) fr es diferenciable en (x0,y0) y se satisfacen las siguientes relaciones
(ecuaciones de Cauchy-Riemann):

ou  Ov
or Oy
ou ov’
dy Oz

En particular se tiene que:

T T Y
)= B Z@m_ay Zay'

Demostracion. a) = b). Si f es derivable en zp:
f(2) = f(20) + f'(20) (2 — 20) + 9(2),

con f'(z0) = a+iB, g = g1 +ig2 = o(]z — %) cuando z — 2. Llamando
F(z,y) = fe(z,y) = (u,v), G = (91,92), se tiene:

Fle) = P + (5 7) (2200 + 0w

a Y—1Y0
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y F es diferenciable en (zg, yo) con
Uy = Vy = Uy = —v, = —f3.

b) = a). Se tiene:

Flog) = Flanam) + (20 02) (5750) 4 0(oun)

a1 ajy Y—1Y0

donde g(m,y) = (91592) = 0(‘(1‘ —T0,Y — y0)|) cuando (‘ray) - (anyO)' Lla-
mando A = a1 + a1z, g(z) = g1 + igo tal igualdad implica:

f(2) = fz0) + Az — 20) + 9(2),
v f es derivable en zg con derivada f'(zg9) = A. O

Observacion 4.5. Si f es derivable el determinante jacobiano de fr vale:

ou Ou
6(’11/,’0) _ % @ _ / 2
o(zx,y) |Ov Ov| G

9y

Ejemplo 4.6. La funcion
Log z = logr + 6,

con r = |z|, § = Arg z es derivable en C\ {z <0} pues u = logr y v = 6
cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Ademaés:
’ - ., T .Y 1
f'(z) = (logr), + 0, = 2=
Algunas de las propiedades que siguen hacen uso de la estructura real de
una funcién derivable f.

Proposicion 4.9. Sea f: G C C — C una funcidn derivable en un dominio G
tal que f' =0 en G. Entonces [ es constante en G.

Proposicion 4.10. Una funcién derivable en un dominio G, f : G C C — C,
que solo toma valores reales es necesariamente constante.

Proposicién 4.11. Para una funcién derivable y no constante en un abierto
G, f: G CC—C, se tiene que [ nunca es derivable en G. Por otro lado si se
define g(z) = f(2) con z€ G ={z:z € G}, g si es derivable en G.

Los siguientes resultados guardan relacién con el teorema de la funcién in-
versa. El primero viene a decir que las ramas de inversa de funciones derivables
son ellas mismas derivables. El segundo afirma que las funciones con derivada
no nula son localmente invertibles. Segin se probari en su momento, en el ca-
so de funciones de variable compleja f’(z9) # 0 no solo es condicion suficiente
para la invertibilidad local sino que es también condicién necesaria para que
f sea localmente inyectiva. Esto claramente no ocurre en el caso real (ejemplo
f(x) = 23 en un entorno de x = 0).
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Proposicion 4.12. Sean f: G C C — C una funcion derivable en un abierto
G, (9,9) una rama de inversa de f, zo € G. Siwo = f(20) y f'(20) # 0 entonces
g es derivable en wy y

1
/
g (wo) = :
(wo) 7o)
Demostracion. Escribimos (w # wp):
g(w) — g(wo) o Z— 20

w—wy  f(z) = f(20)

donde z = g(w), z0 = g(wp). Basta entonces tomar limites cuando w — wg y
usar la continuidad de g. O

Proposicion 4.13. Sea f una funcion derivable en un abierto G C C, zg € G,
wo = f(z0) y f'(20) # 0. Existen entonces entornos abiertos U de zo, V de wy
tales que f : U — V es un homeomorfismo, f~! es derivable en V y

Demostracion. Aplicando el teorema de la funcién inversa a fr obtenemos la
existencia de U,V y que fg Les C! en V desde el punto de vista real. Como
en particular f~! es un homeomorfismo entonces (f~*, V) define una rama de
inversa de f y hemos terminado. O

Observacion 4.7. Puede darse una prueba usando directamente la versién real
del teorema. En efecto si A = f(20) la diferencial D(f") puede codificarse en
C como la aplicacion lineal asociada a A~1. Esto significa, obviamente, que f5 !
cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Ejemplos 4.8.

a) Si (f,Q) es cualquier rama (determinacion) del logaritmo entonces:

"(z) = =. 44
e =1 (1.4
b) Si (f,Q) es una rama de inversa de la tangente (una determinacion de la

arcotangente) entonces
1
/ —
¢) Si (f,Q) es una rama de inversa del seno (una determinacion del arcoseno)
entonces:

(4.5)

1
V=22
donde el signo depende especificamente de cada rama. Si f(z) = Arcsen (z),
2 € Q= C\{z2>1} el signo es “mds”. Sin embargo para la rama f(z) =

fl(z) =+

7r 3m
m — Arcsen z (que toma valores en 5 < Rz < 7) el signo es obviamente

“menos”. Como puede observarse por inspeccion directa del caso real este no es
un fendmeno nuevo desde el punto de vista complejo.
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n

d) Si (g,9Q) es una rama de inversa de f(z) = 2", es decir una determinacion

de la raiz n-ésima y si zg € CL:
1

g'(20) = W.

Algunos de los calculos precedentes nos permiten hallar los desarrollos en
serie de algunas funciones. Considerando que:

1
(LOg(l—f-Z))/:i:l—z-i—ZQ_f_+(_1)”Zn+,

14z
es facil concluir que:
> Zntl > 12"
L ]_ = —]_ n = _]_ n— —_

og (1+2) ;( ' ;( s

Analogamente:
3 2n+1
Arctagz:z—%+---(—1)";n+l 4.

Otra cuestién que nos planteamos en el capitulo anterior fue el desarrollo en
serie de potencias de la funcién

A estos efectos se observa que:

(-1
(n—1)!

(z—a)™" =

] (n—1)
—11(n—1 =" —1 _
-y = g%akﬁ]
= Z (_1)na_(k+1) k(k — 1)(n_(lf)'_ n+ 2) zk—n—O—l

Dejamos al lector la tarea de encontrar los dominios de convergencia de las series
implicadas.

4.2. Funciones armonicas

Supongamos que f(z) = u + v es derivable en un abierto G C C. Entonces
u, v admiten derivadas parciales de primer orden en ) las cuales satisfacen las
condiciones de Cauchy-Riemann:

Ug = Uy Uy = —Vg.
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Si se satisface ademas' que u y v admiten derivadas parciales de segundo orden
en G entonces
Ugg + Uyy = 0, Ugg + Uyy = 0.

El grupo ugz + uyy se representa como Au y se llama el laplaciano de u. La
ecuacion Au = 0 es la ecuacion de Laplace.

Definicién 4.14. Se dice que una funcion u € C*(G) es arménica en G si
Au =0,
en G.

Suponiendo que se es capaz de fabricar funciones arménicas u en un dominio
G la pregunta natural es saber si existe otra funcién arménica v tal que f(z) =
u + v es derivable en G, es decir, de suerte que u, v satisfacen las ecuaciones
de Cauchy-Riemann.

Definiciéon 4.15. Siu € C?(G) es armdnica se dice que v € C%(G) es armonica
conjugada de v si f(z) =u+ v es derivable en G.

Teorema 4.16. Sea G un abierto convexo, en particular C ¢ D(a,r) paraa € C,
r> 0. Siue C?*QG) es armdnica en G entonces ewiste una funcion armdnica
conjugada v € C*(G). Ademds, todas las posibles funciones armdnicas conju-
gadas de u en G difieren en una constante.

Demostracion. Consideramos el caso G convexo donde suponemos sin pérdida
de generalidad que 0 € I'. Para u dato hemos de resolver en v las ecuaciones:

vy = P, Uy:Q>

donde P = —uy, @ = u,. Al ser v armoénica la forma w = Pdz + Qdy es cerrada
y el lema de Poincaré ([?]) implica que w = dv para alguna v que se comprueba
inmediatamente que es armoénica. En este caso resulta inmediato reproducir el
argumento del lema de Poincaré, cosa que hacemos por completitud. Notese que
so6lo usamos el hecho de que G es estrellado con respecto a z = 0. Definimos:

1
v(z,y) = /0 {zP(tz,ty) + yQ(tx, ty)} dt = /FP dr + Q dy,

I’ = [0, z]. Comprobamos que v, = P(z,y), en efecto:
1
Uy = / {P(tx,ty) + xt Py (tx, ty) + ytQ. (tx, ty)}
Jo
! d
— [ (Pltasty) + 5 (Plea, )} de
0

1 1
:/ P(tx,ty) dt + P(x,y) —/ P(tx, ty) dt
0 0

= P(z,y).
Se prueba igualmente que v, = Q(z, y). O

1Es consecuencia de los resultados del capitulo siguiente que la mera deivabilidad de f ya
implica que u, v son de clase C°° asi que esta condicion se cumple siempre.
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Observacion 4.9.

a) Una vez asegurado que w = dv, v puede definirse alternativamente como
v(z) = fr(zouz) Pdx + Qdy donde T es cualquier curva C' a trozos que conecta
Zp con z.

b) La construccion practica de v procede como sigue. Primero integrar, por ejem-
plo en x para tener:

o) =) + [ P(ty) ds
zo
Después derivar en y para, usando P, = Q, concluir ¢(y) = f;{) Q(zo, 8) ds. Se

puede empezar integrando en y para llegar, gracias a a), al mismo resultado.

Ejemplo 4.10. Hallar las funciones enteras [ cuya parte real es u = x> — 3xy.
La funcion v = §f ha de cumplir:

Uy = —Uy = 62y

Vy = Uy = 322 — 342,
de donde, integrando la primera ecuacién en x resulta:
v =32y + ¢(y),
derivando con respecto a y y usando la segunda ecuacién:
() +322=32> -3 = o) =—+C =v=32%—-y>+C.
Por tanto las funciones buscadas son:
f(z) =240,

con C' una constante compleja.

4.3. Apéndice: diferenciabilidad de funciones de
varias variables complejas

Supongamos que f : G C C*" — C™, G abierto de C”, es una funcién

compleja, f(2) = (fi(2)) = (f1(2),..., fm(2)); 2 = (25) = (21,...,2n). Se dice
que f es derivable en zq si existe L : C* — C™ C-lineal tal que:

f(z0+h) = f(z0) + L(h) + g(h),

donde g(h) = o(|h|) cuando h — 0 en C™.
La funcion f induce una aplicacion real:

fr:R?x P XR2 o R2x ™ xR2

)
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donde fr(z1,Y1,- -, Tn,Yn) = (U1, V1, ..., Um, Um), las ug, vk son funciones reales
de (z1,Y1,.--,Tn,Yn) y se tiene que fr(z) = ug(z) + dvg(z) con z = (z1 +

W1y -y Ty + 1Yn).
Con una demostracion enteramente similar a la del Teorema 77 se establece
sin esfuerzo el siguiente resultado.

Teorema 4.17. Sea f : G C C*" — C™, G abierto, 29 € G. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

a) [ es diferenciable en 2.

b) fr es diferenciable —en sentido real- en zo y ademds (ecuaciones de Cauchy-

Riemann):
8uk o 811k.
dx; By,
Ou, _ Ok
8yj N al'j

para 1 <j<n,1<k<m,.



CAPITULO 5

Integracion compleja

5.1. Integral de Riemann compleja

Para su uso inmediato llamamos particion P = {to,...,t,} de [a,b] a toda
sucesion de valores reales a = tg < t1 < -+ < t, = b. Designamos por P al
conjunto de tales particiones. Para una funcién acotada f : [a,b] - Cy P € P
una suma de Riemann asociada consiste en la expresion:

s(P) = Zf(&)Ati,

donde &; € [ti_1,t;], Aty = t; —t;1.

Definicién 5.1. Una funcion acotada f : [a,b] — C es Riemann integrable (R-
integrable) si existe ¢ € C tal que para cada € > 0 existe P. € P cumpliéndose:

ls(P) —(l <e

para toda P € P, P O P.. Denotamos Rla,b] el conjunto de las funciones
Riemann-integrables en [a,b]. Es costumbre asimismo escribir

<=/abf(t)dt=/abf=/lf,

Proposicion 5.2. Una funcién acotada f € Rla,b] si sélo si Rf € Ra,b],

Sf € Rla,b] y se cumple:
b b b
[o= i [

Observacion 5.1. Una definicion equivalente de funcion compleja f(t) = f1(t)+
if2(t) Riemann-integrable consiste en pedir que f1 y fo sean Riemann-integrables.

donde I = [a,b].

87
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Se incluye a continuacién una relacién de propiedades basicas de la integral
de Riemann. Remitimos al lector a la referencia [3].

Proposicion 5.3 (Linealidad). Sean f,g € Rla,b], A\, € C. Entonces \f +

ng € Rla, b y \ \ ,
/G(/\f+ug)=k/a fﬂL/a g.

Proposicion 5.4 (Aditividad en el intervalo de integracion). Sea f una funcion
acotada en [a,b] y a < c <b.

a) Si f € Rla,b] entonces f € Rla,c], f € Rle,b] y:

/abf=/acf+/cbf-

b) Si f € Rla,c] y f € Rlc,b] entonces f € Rla,b] y se tiene la identidad
precedente.

Para uso posterior adoptamos los convenios:

/:f=o, /baf=—/abf-

Una definiciéon relevante para lo que sigue es la siguiente.

Definicién 5.5 (C! a trozos). Se dice que una funcion « : [c,d] — C es C*
a trozos si o bien es C' en [c,d] o bien o es continua en [c,d] y existe una
particion P de [c,d] tal que o es derivable con continuidad en cada intervalo
(tk—1,tr) por separado, existiendo los limites laterales o (tx+) en cada uno de
los puntos ti, (o/(a+) en to, o/ (b—) en ty).

Observacion 5.2. Estd implicita en la definicion la existencia de las derivadas
laterales de o en cada t; coincidiendo tales derivadas con los limites laterales
o (tyt).

Proposicion 5.6 (Cambio de variable). Sean f € Ra,b], a : [¢,d] — [a,b]
mondtona, C' a trozos, a([c,d]) = [a,b]. Entonces foa € Rlc,d] y

a(d) d
/ F(t) di = / Fals))a'(s) ds.
a(c) c

El siguiente resultado importante caracteriza la integrabilidad Riemann de
las funciones acotadas.

Teorema 5.7 (Lebesgue). Sea f acotada en [a,b] y
D ={t € [a,b]: f no es continua en t}.

Entonces f es integrable Riemann en [a,b] si y sélo si D es un conjunto con
medida de Lebesgue cero.
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Observacion 5.3. Ndtese que los conjuntos numerables (sucesiones, pongamos
por caso) son ejemplos de conjuntos con medida de Lebesgue cero.

Proposicion 5.8 (Valor absoluto). Si f € Ra,b] entonces |f| € Rla,b] y se

tiene: , ,
L= [

Demostracion. La integrabilidad se sigue de que el conjunto donde |f| es dis-
continua es menor que aquél donde lo es f.

. . b .
Merece la pena probar la estimacion de | fa f] usando el curioso argumento

de [4]. Escribiendo:
b
/ f=Re”,
e Uf =g= gy +igs resulta:

Kszzfgafmsfwzlhm

El resultado siguiente se conoce como teorema fundamental del calculo.

Teorema 5.9 (Teorema fundamental del calculo). Sea f : [a,b] — C una
funcion continua. Entonces:

1) Si para cada t € [a,b] ponemos,

F = [ f6s) ds

entonces F es derivable en [a,b] con F'(t) = f(t).

2) Si f es C a trozos en [a,b] entonces:
t1
| 1=t - i)
to
para to,t1 € [a,b] arbitrarios.
Una consecuencia importante es la siguiente propiedad.

Proposicién 5.10. Sea 7 : [a,b] — C de clase C' a trozos y f : G € C —
C derivable con derivada continua en un abierto G. Si v(t) € G para todo t
entonces:

b
fmm—ﬂwwszwwwwﬁ.
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5.2. Integrales complejas

Una aplicaciéon C! a trozos 7 : [a,b] — C tal que 7/(t) # 0 para todo t se
denomina una parametrizacion C' (omitiremos con frecuencia el calificativo “a
trozos” para abreviar).

Dos parametrizaciones C1, v; : [a;,b;] — C, i = 1,2, se dicen equivalentes
y escribiremos 1 ~ 7o si existe una transformacién (cambio de pardmetro) C!
@ : a1, b1] = [ag, ba] tal que ¢’'(s) > 0y v1(s) = y2(p(s)) para todo s € [a1, by].

Llamamos curva orientada C'' a una parametrizacion v y todas sus parametri-
zaciones equivalentes. Mas formalmente, la relacion “vy; ~ 5" es de equivalencia
entre las parametrizaciones y asi una curva consiste en una clase de equivalen-
cia. Si zo = v(a), z1 = y(b) decimos que y es una “curva de zo hasta z;” dando a
entender que estamos recorriéndola en un sentido preciso. Con frecuencia iden-
tificaremos la curva v con su orbita I' = {z € C : z = 4(t), t € [a, ]}, teniendo
presente que en calculos de integrales hay que asignarle “un sentido” a su recor-
rido.

Dada una curva orientada 7 : [a,b] — C su opuesta —v es la definida por la
parametrizacion §(t) = v(—t) con dominio [a1,b1] = [—b, —al. Si vy va de 2z a 21
entonces —v va de z1 a 2.

Suma de curvas. Dadas dos curvas orientadas con sendas parametrizaciones
i : la;, b)) — C,i = 1,2, se define la curva suma ~y; +72 mediante la parametrizacion
v : a1, b1 + (be — as)] — C,

) 7 (t) ap <t < by
7 ’72((12+(t—b1)) by <t§b1+(b2—(12).
Esto significa que primero recorremos 7; y a continuacién recorremos vys. La
operacion “suma de curvas” se introduce pensando en la integracién compleja
y por tanto no es necesario que y; + 72 sea de nuevo una parametrizacion.
No obstante y por claridad de ideas asumiremos por el momento que 1 (b1) =
v2(az). En este caso, 1 + 72 si parametriza una curva C!.

Curvas cerradas orientadas son aquellas que corresponden a parametriza-
ciones v : [a,b] — C tales que y(a) = y(b). Si v es una curva cerrada y n € N
escribiremos

n)
ny=vy+-"+7,

que equivale a recorrer n veces 7y en el mismo sentido. Si y(¢) = > ¢ € [0,1],
entonces n7y se parametriza por 1(t) = e*™* con t ahora recorriendo el intervalo
[0,n]. Anadlogamente —ny = n(—v). En el ejemplo anterior —v(t) = e~ 27
t € [—1,0], aunque puede darse por una parametrizaciéon equivalente tomando
t € [0,1]. En este sentido —n~y se parametriza por (t) = e=27 ¢t € [0, n].
Curvas de Jordan. Una curva cerrada continua v : [a,b] — C tal que v es
inyectiva en [a,b) se llama una curva (orientada) de Jordan. Si también repre-
sentamos por v su oOrbita {z = (t) : t € [a,b]} esta claro que C \ v posee una
componente conexa no acotada. Esto es cierto para todas las curvas cerradas v
y la llamaremos la “componente exterior” C, de 7. Ademas las restantes posibles
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componentes de C\ v han de ser acotadas. En el caso de curvas de Jordan - se
demuestra —y no es tarea sencilla— que C\ y posee exactamente dos componentes
cuya frontera comiun es v, la componente exterior C, y otra componente que en
este caso se denomina la componente “interior” C; de ~. Tal es el contenido del
célebre teorema de la curva de Jordan (véanse [3], [19], [8]).

Definicién 5.11. Dada una parametrizacion C a trozos' se define la variacion
total de y:

b
vy = [ 1l e

Si 1 ~ 72 son parametrizaciones equivalentes V' (v1) = V(7y2) (se deja como
ejercicio). Tal cantidad se denomina la longitud de arco A(vy) de la curva v que
definen.

Definiciéon 5.12. Si v es una curva C* en un abierto G CC y f : G — C es
continua se define la integral (de linea) compleja de f sobre v como:

b
/f(z) dZ:/ FOY@®)Y (t) dt.
Definimos asimismo:
b
[ #Gd:1= [ sao o)

Ejemplos 5.4.

d ,
1. f‘Y ?Z =2mi, z = elt? te [0327(]'

d )
2. [0, z=¢" te0,2n], n>2.
AL
1
_ 1 ntl] o~
3. f,yz”dz—n+1[b” a1, v = [a, b].

Proposiciéon 5.13. Consideremos f y g en las condiciones de la Definicion
5.12. Entonces:

1. fv f no depende de la parametrizacion.
g'f—vf:_fvf'
8.1 [ f dzl < [, |f] ldz] < sup, |FIV2).

4. Si v1,72 son parametrizaciones C' en G y v1 + Y2 es una parametrizacion

Ct:
/ =1 r+/ r
Y1+72 Y1 Y2

1En lo que sigue sobrentendemos el calificativo a trozos.
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Definicion 5.14. Una funcion continua f : G C C — C, definida en un abierto
G C C, admite una primitiva si existe una funcion derivable F' en G tal que
F'(z) = f(z) para todo z € G.

Proposicién 5.15. Si f admite una primitiva F' en un abierto G y v C G es
C! entonces:

/f dz = F(z1) — F(20),
N
donde zo = v(a), z1 = v(b). En particular, la integral es cero si v es cerrada.

Observacion 5.5. En R las funciones continuas siempre admiten una primitiva.

1
Esto no es cierto en el caso complejo. f(z) = — es continua en C\ {0}, sin
z

embargo no admite primitiva alguna pues:
dz .
— = 2mi,
N 2

donde v(s) = €', s € |0, 27].

5.3. El teorema de Cauchy en circulos: conse-
cuencias
Empezamos con un resultado auxiliar

Teorema 5.16. Sea:
0: Ja,b x [c,d CR? — C
(s,t) — (s, t)

0
una aplicacion continua tal que 8—f también es continua en [a,b] X [c,d]. En-

tonces: ,
g(t) :/ ©(s,t) ds,

es derivable en [c,d] con derivada,

: " 9y
g't) = ) E(s,t) ds.

Lema 5.17. Sea v = dD(a,r) parametrizado por v(s) = a + re'®, s € [0, 2x].

FEntonces: J
/ ¢ = 2m1,
v G2

para todo z € D(a,r).
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Demostracion. Probaremos més adelante que la integral no depende de z €
D(a,r) (Teorema 5.37) y por tanto su valor ha de ser 27i, el que corresponde
a z = a. No obstante deduciremos el resultado usando el Lema 5.16 y un argu-
mento de continuidad.

Para ¢t € [0, 1] ponemos:

dg¢
g(t):LC—a—t(z—a)

que es continua y derivable en [0, 1] con derivada:

/ d d
=G0 | e =0 [ &

con 4 la curva cerrada 4(s) = re'® — t(z — a), s € [0,2x]. Por tanto ¢'(t) = 0,
asi g(1) = g(0) y g(0) = 2mi. O

Observacion 5.6. En el Ejercicio 15 se plantea otra demostracion directa del
lema precedente.

El resultado crucial es el que sigue.

Teorema 5.18 (Férmula de Cauchy en circulos). Sea f: G — C derivable con
derivada continua®. Si D(a,r) C G, v(s) = a + re'*, t € [0,2n] parametriza
0D(a,r) entonces f se puede representar en la forma:

[ ©
10 =g | 7% 46 (1)

para z € D(a,r).

Demostracion. En virtud del lema previo, hemos de probar que:

—Z

Para t € [0, 1] definimos:

_ [ =2)+2)— f(2)
g(t) = / — ¢
que es continua y derivable en [0, 1] con:
’ o ’ _ o l ’
9= [ Fi¢ =22 = [ 1@ da

donde 4(s) = z + t(y(s) — 2), v(s) = re** + a, define una curva cerrada. Por
tanto ¢'(t) = 0. Ello significa que g(0) = g(1) = 0. O

2Esta hipotesis es innecesaria en virtud del teorema de Goursat (Teorema 5.51).
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Lema 5.19. Sea v C G una curva C' a trozos en un abierto G C C y fn
una sucesion de funciones continuas que converge uniformemente a f sobre g.

Entonces:
Iim / fn= / I
v v

El siguiente teorema establece que las funciones derivables con continuidad
son analiticas, en particular C°.

Teorema 5.20. Sea f : G C C — C, G abierto, una funcion derivable con
derivada continua, mientras D(a,r) C G. Entonces:

flz)= Z an(z —a)" (5.2)

para z € D(a,r) siendo la serie absolutamente convergente. Por tanto, f es
analitica en G y (5.2) es el desarrollo de Taylor de f:

_ /" (a)

n!

Gn

para cada n € N. En consecuencia los coeficientes a, no dependen del radio r
del disco D(a,r). Mds ain:

() (g) = e 5.3
£ (a) /|z_a|=3 (5.3)

2mi (z — a)nt+D)
para cualquier 0 < R < r donde |z — a| = R se recorre en sentido positivo.

Observacion 5.7. Las identidades (5.1) y (5.3) se conocen como las férmulas de
Cauchy. Mas adelante se extienden a curvas cerradas muchos mas generales que
la circunferencia.

Corolario 5.21. Sea f : G C C — C una funcion derivable con derivada
continua en un abierto G C C, a € G y po = dist(a,0G). Entonces la serie de
Taylor (5.2) de f en a tiene radio de convergencia p > po.

Ejemplo 5.8. La funciéon f(z) = Log (1 + z) es derivable en G = C\ (—o0, —1]
con derivada continua. La serie de Taylor de f en z = 29 € G es:

9(2) = Log (1+20) + Y (=1)"(1 +20) (2 — 20)",
n=1

cuyo radio de convergencia es exactamente |zp+1|. Sin embargo, para Rzp < —1
la distancia de zp a la frontera de G es exactamente |3zo| que es estrictamente
menor que |2o+1|. Asi pues f(z) coincide con su serie de Taylor en |z2—zp| < |Szo|
aunque ésta dltima converja en una regién mayor.

Una cuestién planteada y resuelta “ad hoc” en el Capitulo III se vuelve a
establecer ahora de manera mas directa.
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Corolario 5.22. Si f(z) es la suma de una serie de potencias - bn(z —b)"
en su disco de convergencia D(b, p) entonces f es analitica en D(b, p).

Corolario 5.23. Si f es derivable en C con derivada continua entonces:

f(z) =) an2"
n=0

para z € C. En particular el radio de convergencia de la serie esr =00 y [ es
una funcion entera (Capitulo III).

Teorema 5.24 (Teorema de Cauchy en un circulo). Sea f derivable en un
circulo D(a,r) con derivada continua en D(a,r). Si vy es una curva cerrada y
C!' a trozos en D(a,r) se tiene que

szo.

Corolario 5.25 (Estimaciones de Cauchy). Sea f una funcidn derivable con
derivada continua en un abierto G C C. Si D(a,R) C G y M = supp(q,p) | /]
entonces para cada n € N se tiene que:

n!M

F 0] < Z

Teorema 5.26 (Teorema de Liouville). Si f : C — C es entera y acotada
entonces [ es constante.

Demostracion. Sea M = sup|f| y R > 0 arbitrario. En virtud del Corolario
5.25 se tiene para z € C fijado

[f'(2) <

SE

Por tanto f’(z2) =0y f es constante. O

El teorema de Liouville proporciona una prueba directa del Teorema Fun-
damental del Algebra (véase el Capitulo II).

Corolario 5.27. Sip(z) es un polinomio de grado n > 1 entonces existe a € C
tal que p(a) = 0.

1

Demostracion. Si fuese p(z) # 0 para todo z entonces ﬂ seria entera y aco-
p(z

tada lo cual no es posible. O
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5.4. Teoremas de Morera y de Goursat

Dados tres puntos {zo, z1, 22} el tridngulo orientado T" de veértices {zg, 21, 22}
(cf. [23]), dados en ese orden, se define como la envolvente convexa de {zg, 21, 22 }:

T = CO({Zo,Zl, ZQ}) = {toZo +t121 +t2z0 i t; € [0, 1], to+ 11+t = 1}

El interior de T es:
T= {tozo + t121 +tozo 1 t; € (0,1), to +t1 +1t2 =1}

mientras su frontera es la “traza” de la poligonal v = [zo, 21, 22, 20] que se de-
nomina 07. Notese que se ha tomado una orientacién en la frontera. Si f es
continua en 1" entonces:

dz = d d dz.
[ 1) a: /[Mﬂz) 2t /[m]ﬂz) 2t /[] f(2) dz

Teorema 5.28 (Teorema de Morera). Sea f: G — C una funcion continua en
un abierto G C C con la propiedad de que:

f(z) dz=0,
orT

sobre todo tridngulo T C G. Entonces f es holomorfa en G y su derivada ' es
continua en G.

Demostracion. Es suficiente con demostrar el teorema en cada disco D(a,r) C
G. En un tal disco definimos

Fe = [ 5O dc
[a,2]
La funcion F es derivable en D(a,r) y su derivada en D(a,r) es f. Por tanto F
es de clase C® y f = F’ es derivable con continuidad en D(a,r). O

Una consecuencia importante es el siguiente resultado.

Teorema 5.29 (Teorema de Goursat). Sea f : G — C una funcion derivable
en G. Entonces la derivada f' es una funcidn continua en G.

Demostracion. Se reduce a demostrar que se satisfacen las condiciones del Teo-
rema de Morera en cada disco D(a,r) C G (cf. [7]). O
5.5. Ceros de las funciones holomorfas

Definicién 5.30. Sea f : G — C una funcion derivable en una abierto G C C.
Se dice que z = a de G es un cero de orden m de f si

f(z) = (2 —a)"y(2),
donde g es derivable en G y g(a) # 0.
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Observacion 5.8. Véase mds abajo el Corolario 5.83 para una caracterizacion
mds razonable de los ceros de una funcion derivable.

Teorema 5.31. Sea f: G — C una funcion derivable en un dominio G C C.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f=0.
2. Egziste a € G tal que f™(a) =0 para todo n € N.

3. El conjunto {z : f(z) = 0} posee un punto de acumulacion en G.

Corolario 5.32 (Principio de Prolongaciéon Analitica). Sean f y g son dos
funciones complejas derivables en un dominio G C C. Si el conjunto:

{z2eG: f(2) =9(2)}
admite un punto de acumulacion en C entonces f =g en G.

El resultado precedente asegura que la estructura de una funcién derivable
en un dominio G queda estrictamente controlada por sus valores en un conjunto
muy pequeno. En otras palabras, no hay sino una Gnica manera de extender una
funcién derivable desde un pequefio conjunto (v.g. una bola) hasta un dominio
G que la contenga. Por esta razén se denomina “holomorfas” a las funciones
derivables. El término procede de los vocablos griegos “holos” (todo, total) y
“morphos” (forma) y viene a querer decir “de una pieza”. Fue introducido por
los mateméticos franceses Ch. Briot y J. C. Bouquet.

En lo que sigue usaremos ese apelativo para referirnos a las funciones deriv-
ables y por H(G) denotaremos el conjunto de las funciones holomorfas en un
abierto G C C.

Corolario 5.33. Sea f € H(G). El punto z = a es un cero de orden m si y
solo si

f®a)y=0 k=0,....m—1,  f™(a)#£0.

Corolario 5.34. Los ceros de una funcion holomorfa no nula son siempre ceros
de orden m para algin m € N. En particular tales ceros son siempre aislados.

5.6. Principio del m6dulo maximo

El siguiente resultado es de suma importancia especialmente en el campo de
las ecuaciones en derivadas parciales donde se le conoce como el principio del
maximo ([14]).

Teorema 5.35. Sea f € H(G) donde G es un dominio. Si existe a € G tal que
|f(2)] <|f(a)| para todo z € G entonces f es constante en G.

La demostracién se basa en la siguiente propiedad descubierta originalmente
por Gauss en sus trabajos en teoria del potencial.
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Teorema 5.36 (Propiedad de la Media). Sea f € H(G) y D(a,r) C G. En-
tonces:

1 21 .
fla) = o/, fla+re™) dt.
Demostracion. Consecuencia inmediata de la férmula de Cauchy. O

Demostracion del Teorema 5.35. Se define:
M={ze€G:|f(z)|]=M}.

con M = |f(a)|]. M es cerrado y no vacio. Como consecuencia de la propiedad
de la media también es abierto y asi M = G. O

Como aplicacién del teorema se obtiene una prueba del teorema fundamental
del algebra (véanse los ejercicios).

5.7. Indice de una curva
Sea 71(t) = a + re* ' t € [0,n]. La parametrizacion recorre n veces la

circunferencia en sentido positivo alrededor de a, mientras v2(t) = a + re= 27,
t € [0,n], efectia la misma operacién pero en sentido negativo.

Notese que:
1 / dz " 1 / dz "
21 o Z—a 21 o 20

A fin de generalizar esta observacion se tiene en primer lugar.

Proposicién 5.37. Sea v C C una curva C' a trozos y a ¢ . Entonces la

integral:
1 dz

27 N Z—a

(5.4)

sitempre toma valores enteros.

Definicién 5.38. El indice n(v,a) de una curva vy con respecto a un punto
a ¢ 7 se define como el valor de la integral (5.4). También se conoce como
niumero de vueltas de v en torno al punto a.

Observacion 5.9. Puede probarse que —como en el caso del ejemplo preliminar—

n(v, a) describe el ntiimero neto de circunvoluciones que efecttia v alrededor de
a (cf. [19]).

Las siguientes propiedades ayudan a “digerir” el concepo.

Proposicién 5.39. Sean v1,72 curvas cerradas de clase C' a trozos.

1. n(=1,a) = —n(71,a).
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2. Siy1 y o comparten un punto® y por tanto v1 + o es de nuevo una curva
cerrada, entonces:

n(n +7y2,a) = n(y,a) + n(y2,a).

Si 7y es una curva cerrada C \ -y posee a lo mas una cantidad numerable de
componentes C y sb6lo una de ellas es no acotada, la que designamos como la
componente exterior C, de 7.

Teorema 5.40. Si v es una curva cerrada C' a trozos, n(v,z) es constante
sobre las componentes C de C\ v. Ademds n(v, z) se anula sobre la componente
Ce.

El siguiente resultado no es precisamente de los de demostracién sencilla
([19]) salvo que se empleen herramientas adecuadas como el grado topolégico

(ct. [24]).

Teorema 5.41. Si v es una curva de Jordan C' entonces n(v,z) = +1 en la
componente interior de 7.

Como en el caso de v1(t) = a+re’, yo(t) = a+re~ i, t € [0,27], las curvas
de Jordan se clasifican en positivas o negativas de acuerdo con el signo de n(v, z)
en la componente interior.

Comprobaremos que n(v,z) es invariante frente a homotopias siempre que
el proceso de deformacion no atraviese el punto z (cf. Seccién 5.9. Esto con-
tribuird enormemente a conocer el indice de gran cantidad de curvas sencillas.
Por ejemplo, todas las curvas poligonales convexas que se describen a favor de
las agujas del reloj tienen indice 1 (medido desde la componente interior).

No obstante la siguiente versiéon mas débil es lo suficiente versatil como para
abarcar la mayoria de los ejemplos que consideramos.

Proposicién 5.42. Sean v; : I — C, i = 1,2, curvas cerradas C' definidas en
I =10,1], v(0) = (1), i = 1,2. Supongamos que existe I : I x I — C continua

con — continua tal que:

0Os
a) F(S,O) = 71(3)’ F(sa 1) = '72(3)’ sel.
b) I'(0,t) =T'(1,¢), t € I.
Si z ¢ T(I x I) entonces:
n(n, 2) = n(y2, 2).

Tipicamente 1 es una curva de Jordan dentro de otra curva de Jordan o y
es posible definir I' como

[(s,8) = m(s) + t(y2(s) = n(s))-

Por este procedimiento se “ve” que las curvas 1 y 2 de la figura 5.1 tienen
indices +1 y —1. La curva v = 1 +2. Se calculan asi los indices de las diferentes
componentes de C \ 7.

3Bsto no es imprescindible porque la integral de linea se puede definir de forma tal que sea
aditiva en las curvas 7 aunque no se corten entre si.
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0
Figura 5.1: La curva v es suma de v; y 2. Obsérvense los distintos indices de
las componentes.
5.8. Teorema de Cauchy: versiéon homolégica

En ésta y la proxima seccion tratamos de la cuestion siguiente. Si f es una
funcion holomorfa f € H(G) jsera cierto que:

L f=o (5.5)

para v una curva cerrada de clase C' en G? Anédlogamente jseré cierto que:

f(©)
(—z

ny ) = 5 [ T ac, (56)

para todo z € G\ v?

Se ha respondido afirmativamente en el caso de la bola D(a, ). Sin embargo,
la geometria del dominio G (presencia de “agujeros”) y la posicién relativa de
~ dentro de G son importantes. En efecto 1/z es holomorfa en C\ {0} y sin
embargo [ 1/z =2mi, v =e', t € [0,2n].

En esta seccién nos ocupamos del siguiente problema: dada una curva cerrada
v en un abierto G ;qué condiciones debe cumplir para que se satisfagan las
relaciones (5.5), (5.6) cualquiera que sea la funcién holomorfa f € H(G)?

Introducimos la siguiente definicion.

Definicién 5.43. Se dice que una curva cerrada y C' a trozos v C G, G C C
un abierto, es homdloga a cero en G y escribimos v ~ 0 si se tiene que:

n(y,2) =0,
para todo z ¢ G.

Observacion 5.10. Si~y hace vdlidas las propiedades (5.5), (5.6) para funciones
holomorfas en G arbitrarias, entonces v ~ 0. En efecto, basta tomar f(z) =

con a ¢ G para concluir que vy tiene que ser homdloga a cero.

EI mejor ejemplo se da en la siguiente propiedad.
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5.9. Teorema de Cauchy: versién homotoépica

Los resultados de la siguiente seccion se establecen de forma que su contenido
gea totalmente independiente de la anterior. La tinica excepcecién es el Corolario
5.59 que no se emplea en el desarrollo de la seccidn.

Definicién 5.52. Sean v;: I — C, I =[0,1], i = 0,1, dos curvas cerradas C*
a trozos en un abierto G C C. Se dice que vo y 71 son homotdpias en G y se
escribe vo ~ 71 (en G) si existe una aplicacion H : I x I — C, H = H(s,t)
(una homotopia) con las siguientes propiedades:

a) H es continua.
b) H(s,0) =~o(s), H(s,1) =v1(s), s€ 1.
¢) H(0,t) = H(1,t), t € I.
d) HIxI)CG
Observacion 5.11. La definicién de curvas cerradas homotoépicas se extiende
sin cambio alguno al contexto de curvas cerradas meramente continuas. Por su

interés también presentamos la nocién para arcos de curva C'! no necesariamente
cerradas.

Definicién 5.53. Sean v; : I — C, I = [0,1], i = 0,1, dos curvas C' a
trozos en un abierto G C C con los mismos extremos 2o, z1, es decir, tales que
7(0) = 71(0) = 20 y v0(1) = v1(1) = 21. Se dice que o y 1 son homotdpias
en G y se escribe vo ~ v1 (en G) si existe una aplicacion H : I x I — C,
H = H(s,t) (una homotopia) con las siguientes propiedades:

a) H es continua.
b) H(s,0) =~o(s), H(s,1) =v1(s), s€ 1.
¢) H(0,t) = zo y H(1,t) = 21 para todo t € I.
d) HIxI)CdG

Definicién 5.54. Se dice que una curva cerrada C* a trozos (respectivamente,
continua) v en un abierto G C C es homotdpica a cero en G y se escribe
v~ 0 (en G) si v ~ v donde vy es una curva cerrada constante, es decir

Y0(s) = 20 € G para todo s € I. Un dominio G se dice simplemente conexo si
toda curva continua y cerrada en G es homotdpica a cero en G.

Ejemplo 5.12. Si G es un abierto convexo o un abierto estrellado con respecto a
un cierto punto a € G entonces todas las curvas cerradas v de G son homotépicas
a cero en G y por tanto GG es simplemente conexo.

Ejemplo 5.13. Resulta claro, al menos intuitivamente, que C\ {0} no es simple-
mente conexo (ver Observacion 5.14).

Podemos enunciar ya la version homotopica del Teorema de Cauchy.
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Teorema 5.55 (Teorema de Cauchy). Sea G C C un abierto, f € H(G) y v
una curva cerrada C' a trozos en G. Siy ~ 0 en G entonces:

/Yf(z) dz = 0.

Observacion 5.14. G = C\ {0} no es simplemente conexo: f = 1/z es holomorfa
en G mientras que f7 f = 2mi con v = 0D (orientada positivamente).

El teorema es consecuencia del resultado mas general siguiente.
Teorema 5.56. Sean G C C un abierto, f € H(G) y 7v;, i = 0,1 dos curvas
cerradas C' a trozos en G. Si vy y y1 son homotdpicas en G entonces:
(2) dz= [ f(2) d=.
Y1 Yo

Demostracion del Teorema de Cauchy. Si v ~ {2z} donde {z} representa un

camino constante:
[i=] i-0
¥ {z0}

Del Teorema 5.56 se deduce el siguiente.

Corolario 5.57. Sean G C C un abierto, f € H(G) y v, i = 0,1 dos curvas
C' a trozos en G definidas en I = [0,1] y con los mismos extremos, es decir
Y(0) = 71(0) y v0(1) =11 (1). Si o y y1 son homotdpicas en G entonces:

(2) dz= [ f(2) dz.

Y1 Yo

Demostracion. Se trata de construir una homotopia de curvas cerradas a partir
de la homotopia dada H. Por simplicidad llamamos v; a la curva “intermedia”
Ye(s) = H(s,t), t € I =0, 1]. Dos curvas cerradas son:

Fo = 70 + (—70)s 1= + (—7)-

Tales curvas son homotopicas en GG por medio de la homotopia H; de curvas
cerradas donde la curva cerrada intermedia 7; es:

e = Y0 + (—7)-

Como [5 f =0 entonces:
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Lema 5.58. Sea v una curva de Jordan C' a trozos en un abierto G. Siy ~ 0
en G entonces la componente interior C; de «y estd contenida en G. Alternati-
vamente:

C\G cCe,
con Ce la componente exterior de 7.

Demostracion. Se sabe que C = C.U~yUC;. Como 1/(z—20) € H(G) si zp € C\G
entonces

n(’)/v ZO) =0,
para todo zp € C\ G. Por tanto C\ G C C,. O

El mismo argumento prueba el siguiente enunciado.

Corolario 5.59. Sea G C C un abierto y v una curva cerrada C' a trozos en
G. Si vy es homotdpica a cero en G (v ~ 0 en G) entonces vy es homdloga a cero

en G (y=~0enG).

Si una curva cerrada C' a trozos v; se obtiene de otra vs por “deformacion
contniua” y el proceso de deformacién no incide en ningiin momento en el punto
z € C el indice de ambas curvas con respecto a dicho punto es el mismo.
Corolario 5.60. Sean ~;, i = 0,1 dos curvas cerradas C' a trozos en C, vy y
v1 homotdpicas en C mediante una homotopia I' : I x I — C. Si z € C satisface
que:

z ¢ (I xI)
entonces se tiene que:
n(y1,2) = n(yo, 2).

Una de las consecuencias importantes del Teorema de Cauchy son las “for-

mulas de Cauchy” que ahora establecemos.

Teorema 5.61 (Férmulas de Cauchy). Sea G un abierto de C y f € H(G). Si
v C G es una curva cerrada C* a trozos tal que v ~ 0 en G entonces:

n(vy,2)f(z) = %/g% dc, (5.11)

para todo z € G\ . Mds ain, para todo m € N las derivadas de orden m se
representan en la forma:

nn2)f ™) = g [ A e (5.12)

T omi

En particular, si v es una curva de Jordan orientada positivamente y z € C;, la
componente interior de vy, se tienen:

f(z) = %/ g(TC)Z dg, (5.13)

Fm)(2) = ﬂL—(C _f(f)lm dc. (5.14)

T omi
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Demostracion. O

Proposicién 5.62. Sea v C C una curva cerrada C' a trozos y g una funcion

continua en . Entonces
9(©)
m(z) = | —~—d
fm(2) [y (¢ :

— Z)m
es derivable en C\ v con deriada

fin(2) = mfmi1(2).

En particular, si f(z) = f1(2) se tiene que:

f(m)(z) = m! fm11(2).
Para concluir la seccién se tienen los siguientes resultados.

Teorema 5.63. Si G C C es un dominio (abierto y conexo) simplemente conexo
y f € H(G) entonces f admite una primitiva en G.

Teorema 5.64. Sea G C C un dominio (abierto y conexo) simplemente conexo
y f € H(G) tal que f(z) # 0 para todo z € G. Entonces existe una rama g(z)
del log(f(z)) definida en todo G, es decir:

f(z) = eg(z)’

para todo z € G. Mds ain, si wo es tal que f(zg) = €*° es decir wy es un
logaritmo de f(z0), se puede elegir la rama g(2) tal que g(z0) = wo.

5.10. El principio del argumento

En la presente seccién se prueba entre otros resultados el Principio del Ar-
gumento (ver también el Teorema 6.13). Mide éste el nimero exacto de ceros de
una funcién holomorfa “dentro” de una curva dada en términos del nimero de
vueltas, alrededor de cero, de la curva imagen.

Teorema 5.65 (Principio del Argumento). Sea f una funcién holomorfa en G,
G abierto de C, cuyos ceros en G son by, ..., by,. Sivy es una curva cerrada C' a
trozos de G que es homdtopa (respectivamente, homdloga) a cero en G entonces:

1 [f &
2—7”-/77—2”(%(%)51@

k=1

donde By designa la multiplicidad del cero by,.
Si v C G es en particular una curva de Jordan orientada positivamente con
interior C; C G se tiene:

R i _
27ri/, f bkzeci Pu= 2,

donde Z es el nimero de ceros de f en C; (contados con su orden de multipli-
cidad).
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Observacion 5.15. Si G es un dominio y f € H(G) es no nula entonces admite
como mucho una sucesion {b,} de ceros distintos y en ese caso los b, deben
tender a la frontera OG de G. Sin embargo, cuando v ~ 0 (respectivamente
~v & 0) en G podemos escribir

1 e
%/77 _;n(7’bm)ﬁm'

La razén es que todos los indices de la suma son cero salvo un nimero finito.
Esto se aclara a continuacion.

Lema 5.66. Sea v C G una curva cerrada C' a trozos, homdtopa (respectiva-
mente, homdloga) a cero en G. Entonces existe un compacto K C G tal que

n(v,z) =0

para todo z € G\ K. En particular, n(vy, z) = 0 si z estd suficientemente prozimo
a la frontera.

Demostracion. El conjunto:
A={ze€G:n(v,z) #0} C C\ Ce

estd acotado porque C\ C, lo esta (C. contiene el complementario de un disco).
Asimismo, A C G. De hecho, si zo = lim z,, 2, € Ay 20 ¢ G entonces zg € 0G.
Como zy ¢ v, n(v, z) es constante en un entorno de zg. Como zp es limite de
puntos de C\ G entonces n(v, z) = 0 en un disco D(zp,r). Esto es incompatible
con que zo € A.

Por tanto se puede tomar K = A C G. O

Teorema 5.67 (Teorema de Rouché). Sean f,g € H(G), v C G una curva de
Jordan C' a trozos con interior C; C G. Si

1f(2) +9(2)| <lg(2)]
para todo z € v entonces f y g poseen el mismo nimero de ceros en C;.

Observacion 5.16. Del resultado precedente se siguen dos consecuencias directas.
La primera el teorema fundamental del dlgebra. En efecto si

f)=2"4+a1z2" '+ Fay,
es un polinomio cualquiera y g(z) = —z" esta claro que

1f(2) +9(2)| <lg(2)|

si |z| = R con R suficientemente grande. Como 2™ tiene n ceros en D(0, R) el
polinomio f también los tiene.

La segunda, la continuidad de las raices de un polinomio con respecto a sus
coeficientes cuya descripciéon omitimos.
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Teorema 5.68. Sea f € H(G) ya € G tal que f(a) = a. Si f(z) — a posee un
cero de orden m en z = a entonces existen £, > 0 tales que para todo ( tal que:

0<|¢—al <9,
existen m raices simples de la ecuacion:

flz)=¢

en la region:
0<l|z—a|l<e.

Una consecuencia inmediata es el siguiente resultado.

Teorema 5.69 (Teorema de la Aplicacion Abierta). Sean G C C un dominio
y f € H(G) no constante. Entonces f(G) es abierto en C.

Otra consecuencia sorprendente.

Teorema 5.70. Sean G C C un dominio y f € H(G) e inyectiva. Entonces
f'(2) # 0 para todo z € G y por lo tanto f=' es holomorfa en Q = f(G).



CAPITULO 6

Singularidades de las
funciones complejas

En el presente capitulo usaremos el siguiente resultado (ver Capitulo V):
f € H(G), no idénticamente nula en un dominio G C C, posee un cero en z = a
si y solo si existe m € Ncon f#)(a) =0para0 <k <m—1y f™)(a) # 0. Esto
equivale a la existencia de g € H(G) tal que g(a) # 0 con f(z) = (z — a)™g(z).

6.1. Singularidades aisladas

Definicién 6.1. Se dice que una funcion compleja f tiene en z = a una sin-
gularidad aislada si f € H(D(a,r) \ {a}) y f no es holomorfa en D(a,r). La
singularidad es evitable si existe g € H(D(a,r)) con g = f en D(a,r) \ {a}.

Obsérvese que en el ultimo caso s6lo puede existir una tnica funciéon g €
H(D(a,r)) que satisface f = g en D(a,r) \ {a}.

Ejemplos 6.1.
sen z
a) f(z) =

posee una singularidad evitable en z = 0.

1
b) f(z)= P f(2) = e'/* poseen una singularidad en z =0 que no es evitable.

Teorema 6.2. Sea z = a una singularidad aislada de una funcion compleja f.
La singularidad es evitable si y solo si
lim(z —a)f(z) =0.

zZ—a

Observacion 6.2. El resultado precedente no es valido en el caso real como
muestra el ejemplo de la funcién f(z) =sen(1l/z) en R\ {0}.

Definicion 6.3. Sea z = a una singularidad aislada de f. Se dice que z = a es

un polo si
lim f(z) = oc.

zZ—a

117
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Ejemplos 6.3.

1
a) f(z) = —m bosee un polo en z = 0.

b) El punto z = 0 no es un polo de f(z) = e'/*

cuando z — 0.

pues ni siquiera posee limite

Teorema 6.4. Sea f € H(G\ {a}) donde a € G. Se tiene que z = a es un polo
de f si y sdlo si existen m € N y g € H(G) unicos tales que

fla) = 22

(z—a)m’
para z € G\ {a}, donde g es holomorfa en G con g(a) # 0.

Observacion 6.4. La funcion g del Teorema 6.4 se puede escribir en la forma:
g2)=a_m+-Fa_1(z—a)""" + (2 — a)"gm(2),

donde g¢,, € H(G). Los primeros m sumandos son los del desarrollo de Taylor
cuyos coeficientes hemos nombrado de manera distinta a la habitual.
Por tanto:

9(z) = S(2) + gm(2),
donde . as
S(Z)ZW—F""FH.
Definicion 6.5. Se llama orden del polo z = a al entero m del Teorema 6.4,
asimismo se dice que S(z) es la parte singular de f en z = a. El coeficiente a_q

se denomina —por razones que se hacen claras mds tarde— el residuo del polo.
Se denota:

a1 = Res (f,a).

Proposicién 6.6. Si z = a es un polo de f entonces:

) 1 d(m—l)
Res (f,a) = 213}1 (Dl dm

((z=a)"f(2)).
Si el polo z = a es simple (m = 1) se tiene que:

Res (f,a) = lim (z — a) f(2).

zZ—a

Proposicion 6.7. Sea f una funcion holomorfa en G\ {a1,...,an}, G C C
un abierto y {a1,...,an} C G. Supongamos que cada uno de los z = a; es un
polo de la funcion f de orden m;. Entonces:

a) f se puede escribir en la forma:

f(2) = 81(2) + -+ + Sa(2) + 9(2),
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z € G\ {ai,...,an} donde para cada 0 < j < N

(4 €]
I T R I
5i(#) = (2 —az)™mi e (z —ay)

y g es holomorfa en G.

b) f admite asimismo la representacion:

9(2)
z) = .
1) (z—a1))™...(z—ay)™
z€ G\{ai,...,an}, donde g (que no es la misma que en a)) es holomorfa en

G.

Demostracion. Probamos b), por ejemplo, usando induccion. Si f tiene N + 1
polos {a1,...,an41} en G, f tiene N polos en G1 = G \ {an+1} de donde

f(2) = 51(2) + -+ 5n(2) + 9(2),
con g € H(G1). Como g tiene un polo en ay41 entonces
9(2) = Sn+1(2) + 9(2),
con § € H(G). Basta sustituir y hemos terminado. O
Introducimos ahora la nociéon de funcién meromorfa (cf. [23]).

Definicion 6.8. Se dice que una funcion compleja es meromorfa en una abier-
to G si es holomorfa en G\ {a,} donde todos los elementos de la sucesion
{an} C G son polos o singularidades evitables y {a,} C G carece de puntos de
aglomeracion en G.

Ejemplos 6.5.
a) Toda funcién racional es meromorfa en C.
b) Las funciones tag z, cot z, sec z, csc z, tanh z, coth z son todas meromorfas en

C.

Ejercicio 6.1. Pruébese que si f £ 0 es meromorfa en un dominio G entonces
1/f también lo es.

6.2. Desarrollos de Laurent

Comenzamos con una definicién.

Definicién 6.9. Se dice que la serie Y .. __ ay converge (respectivamente, con-

verge absolutamente) si convergen (convergen absolutamente) las series > - an
y > o a_y escribiéndose:

o0

o0 o0
g an:E a_n—f—g Q.
n=1 n=0

n=—oo
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La misma convencion se observa para la convergencia puntual y uniforme de
series funcionales de este tipo.

Teorema 6.10. Sea f una funcién holomorfa en el anillo
AZA(CL,Rl,RQ)Z{Z:Rl<|Z—CL|<RQ} 0< R; <Ry <oc0.

Entonces la funcidn se puede representar mediante la serie

(oo}

)= ) anlz—a)", (6.1)
para todo z € A. Ademds:
1) La representacion (6.1) es dnica.

2) Los coeficientes a,, de la serie se representan en la forma

_ 1 f(2)
= omi /% (z —a)nt! o

donde v.(s) = a+re*, s € [0,2n] y r es cualquier valor cumpliendo Ry < r <
Rs.

3) La serie converge absoluta y uniformemente sobre compactos de A(a, Ry, Rs)
(es decir, uniformemente en cada subanillo cerrado A(a,r1,r2) de A(a, Ry, R2),
Ri<ri<ryg < Rg}.

Observacion 6.6. Notese que el enunciado contempla diversas clases de ani-
llos degenerados. Por ejemplo, el “disco perforado” D(a, R2) \ {a} (R1 = 0), el
exterior de un disco C\ D(a, R1) (R2 = o) e incluso C\ {0} (R; =0, Ry = c0).

Definicion 6.11. Si z = a es una singularidad aislada de una funcion compleja
f se define el desarrollo de Laurent de la funcion en z = a al correspondiente a
cualquier anillo D(a,r) \ {a} donde la funcion esté definida y sea holomorfa.

Observacion 6.7. Siz = a es una singularidad aislada de f y (6.1) su desarrollo
de Laurent, se suele designar a g4(z) := > -~ qan(z —a)" la parte reqular de f

yag_(z):=>"1a_n(z—a) " la parte singular.

Demostracion del Teorema 6.10. Comenzamos probando 1) y 2). La convergen-
cia de la serie (6.1) en A implica la de las series

Zan(z—a)", Zan(z—a)_n

en A. Por tanto la primera converge absoluta y uniformemente sobre compactos
de |z — a| < Ro mientras la segunda converge absoluta y uniformemente sobre
compactos de |z —a| > R; (en éste ultimo caso véanse los desarrollos en serie
de potencias en el infinito introducidos en el Capitulo III, Ejercicios).
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Como (6.1) converge uniformemente en v,.(s) = a + r7e**, s € [0,27], con
R; < r < Ry podemos multiplicar ambos miembros por (z —a)™ y m € Z e
integrar en v, para concluir que:

/ (L dz = 2miay,.

z—a)ntl

De aqui se concluye la unicidad del desarrollo y la forma de los coeficientes.
Probamos ahora la validez del desarrollo y de ahi 3). De la férmula de Cauchy

se tiene que:
IS (S NP U A (O
=53/ o] ¢

27 2(—,2 271 1C—z

paratodo z € Atal que r < |z —a| <ray r1,re € (R1,Re) con rq < ro.
Procediendo como en la demostraciéon de la férmula de Cauchy en discos se

tiene que
o0

1 f©Q) . n
%[m E dc—;an(z—a)

1 f(z)
an = 27 /W2 (z —a)nt! dz.

Razonando de la misma manera

1 fQ N —n
%[m E dC—nZ::la—n(Z—a)

con

con

1
G = om wl(z—a)"‘lf(z) dz,  n>1.

Para concluir, nétese que “a posteriori” puede tomarse 11 = ro = r € (Ry, Ro)
en la expresion integral de los coeficientes porque ésta no depende del valor de
r. U

Proposicién 6.12. Sea f € H(G \ {a1,...,an}) con {ai,...,an} C G. En-
tonces:

f) =g+ +gn-(2) +9(2),
donde g € H(G) y g;,— es la parte singular de f en z = a;.

Demostracion. Basta probar el caso N = 1 y después proceder por induccion
como en el Corolario 6.7. Usando el desarrollo de Laurent en z = aq:

f2)=9-(2) +9+(2)  O<|z—a| <
Notese que g— € H(C\ {a1}), g+ € H(D(ay,r)). La funcién:
o) = {f(Z) —9-(2) 2#m

g+(az) Z = a1,



122 CAPITULO 6. SINGULARIDADES AISLADAS

es obviamente holomorfa en G'\ {a1 } mientras coincide con g4 en D(aq1,r), luego
también es holomorfa en G. Asi:

f(2) = 9-(2) +9(2).
O

Definicion 6.13. Se dice que una singularidad aislada z = a de una funcion
compleja f es esencial si no es una singularidad evitable ni un polo.

El siguiente teorema clasifica las singularidades aisladas en términos del de-
sarrollo de Laurent en tales singularidades.

Teorema 6.14. Sea z = a una singularidad aislada de una funcion comleja f

Y sea
oC

f(z) = Z an(z — a)

el desarrollo de Laurent de f en la bola perforada D(a,r)\ {a}. Entonces,
a) z = a es evitable si y sélo si ap =0 paran < —1.
b) z=a es un polo de orden m si a_,, # 0 y a, = 0 para todo n < —m — 1.

c) z = a es una singularidad esencial si y sélo si a, # 0 para infinitos enteros
negativos n.

Demostracion. Las condiciones de a) y b) son claramente suficientes.
En el caso de la necesidad de a) se tiene

f(Z) = Zan(z - a)n’
n=0

en z € D(a,r) \ {a} donde el segundo miembro corresponde al desarrollo de la
extension g de f en D(a,r). Como el desarrollo (6.1) es inico, hemos terminado.
Para la necesidad de b) nétese que:

1 - n

donde el desarrollo entre paréntesis es el de la funcién holomorfa g de Teorema
6.4. Como el desarrollo de Laurent en z = a es inico hemos terminado.
O

Teorema 6.15 (Teorema de Casorati-Weierstrass). Sea z = a una singularidad
esencial de una funcion compleja f. Entonces f(D(a,r)\ {a}) es denso en C
para cada 0 < r < rg y cierto ro positivo.
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Demostracion. Si f(D(a,r)\ {a}) no es denso en C:

f(D(a,r) \ {a}) N D(c,e) =0,

para ciertos ¢ € C, € > 0. Por tanto:

(f(z) —¢) = 0.

K
v’ (z —a)

Esto significa que f(z) — ¢ tiene un polo en z = a con lo que z = a es también
un polo de f contra lo supuesto.
O

6.3. Teorema de los residuos

Teorema 6.16 (Teorema de los Residuos). Sea f una funcion holomorfa en
G\ {ai,...,an}, donde G es un abierto de C y {a1,...,am} C G. Si~y es una
curva cerrada C' a trozos de G que es homdtopa (respectivamente, homdloga)
a cero en G entonces:

/ f=2mi Z n(v, ax)Res (f,ax)
-

k=1

Si v es en particular una curva de Jordan orientada positivamente se tiene:

/fz2m‘ Z Res (f,ax)

ar€C;
donde C; es la componente interior de 7.

Demostracion. Escribiendo

f(2)=g1-(2)+ -+ gm—(2) + 9(2),

e integrando sobre ~:
= —(z)+-+ m,— (%) + y
Af(Z) /Vglv (2) /f’ ~(2) LQ(Z)

/YQL_(Z) — 2riRes (f, a;), Lg(z) o

resulta:

O

El siguiente resultado se conoce con frecuencia como el principio del argu-
mento (ver también el Capitulo V).
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Teorema 6.17. Sea f una funcion holomorfa en G\{a1,...,a,}, G abierto en
C, {a1,...,ap} C G, siendo cada a; un polo de f. Sean by, ..., by los ceros f en
G. Si~y es una curva cerrada C' a trozos de G que es homdtopa (homdloga) a
cero en G entonces:

P

i q
% [y f? = Zn(% b)Br — Zn(fy, ay)oy

k=1 =1

donde oy y B son las multiplicidades de a; y by, respectivamente.
Si v es en particular una curva de Jordan orientada positivamente se tiene:

1 / f! Z
— —_— = /Gk’ — Z o = Z - P,
27(-@ Y f br€C; a€C;

donde C; es la componente interior de v, Z es el numero de ceros en C; y
P es el nimero de polos en C; (contados en ambos casos con sus drdenes de
multiplicidad).

Demostracion. Basta con escribir la funcién f en la forma:
f(2)=(z—a1)™ ™ ...(z —ap) "% (2 — b1)P' ... (2 — by)Pah(2),
donde h € H(G). O

Observacion 6.8. A diferencia del resultado anterior donde las singularidades
aisladas son arbitrarias en el principio del argumento éstas han de ser necesaria-
mente polos (es decir se trata de funciones meromorfas en G).

Para las aplicaciones de la teoria de los residuos al célculo de integrales
impropias los siguientes lemas revisten gran interés.

Lema 6.18 (Lema de Jordan). Sea v, = re'®, s € [0,7]. Entonces:

|eiz||dz| <,
Yo

para todo r > 0.

Demostracion. Se tiene:
4 E e . "
le*||dz| = 2r/ e %Y do < 21“/ e =’ df = 7r/ e % ds <.
Yr 0 0 0

O

Lema 6.19. Sea z = a un polo simple de f y v-(s) = a + €€e*, s € [sg, 50 + ¢],
donde ¢ € (0,27). Entonces:

6£r51+/€ f=1¢ Res (f,a).
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Demostracion. Se escribe:

dz .
f=a_1/—+/g:¢m_1+/g,
Ye 'Ysz_a Ye Ye

cuando ¢ — 0. O



