Soluciones a los ejercicios del Capitulo I

1.

a)
b)

c)

Sea S!' = {z : |z| = 1}. Probar que S! es un grupo respecto del producto.

Solucion. Si z1,z € S' entonces z,2z; 7 € S'. Por tanto S' es un grupo respecto al

producto. U
Probar que no es posible dotar a C de una relacion de orden "<"que haga de (C, <)
un cuerpo ordenado.

Solucion. Si (K, +, -, <) es un cuerpo ordenado con neutro para la suma 0, neutro para
el producto 1, entonces se cumple que

22 >0

para cualquier  # 0. En particular 1 > 0 y de los axiomas se deduce que —1 < 0. El
cuerpo (C,+,-) no puede ordenarse para dar un cuerpo ordenado porque > = —1. [J

. Hallar las partes reales e imaginarias de:

1
— R
2 z4a (@ €R), 2, Ti4+ 1 2

6
iv3 . (1+Z) 9<n<s.
2 V2

Hallar |z|, Z en cada uno de los casos siguientes:

3
‘—a , 345 (—1+@'\/§>

—1 l

3
—2414, =3, (244 +1), . ——, (1405, T
Qriati), ot o (149)
Probar que z es real siy so6lo si z = Z.
Hallar z,y en las relaciones:
100
a)z=lz[, b z=(2% o z=>)_ i"
k=0

Solucion.

x> 0.

De |z| =1 (2 # 0) y multiplicando por 2% sale 2% = 1.
1 — Z’lOl

g=——=1.
1—2



7. Probar (identidad del paralelogramo):

|2+ wl* + |2 — wf* = 2(]2* + [w]*).

Solucion. Basta sumar las identidades:
|z £ w* = |2]* + |w|* £ 2Rzw.

g

8. Sea R(z) una funcién racional de z de coeficientes reales. Probar que R(z) = R(2). Si
p(z) es un polinomio de coeficientes reales demostrar que z es raiz de p si y solo si z
es una raiz.

Solucion. Se sigue de la identidad:

9. (Raices cuadradas). Resolver en z,y la ecuacion:
(z +iy)* = a+ bi, a,beR,

probando que siempre admite dos soluciones. Para «, 3, € C discutir la existencia de
raices de la ecuacion de segundo grado:

az? 4+ Bz+v=0.

Como aplicacion hallar:

V=8 + 61,

y las soluciones de la ecuacion:
2* + V/32iz — 6i = 0.

10. Probar la validez de la férmula del binomio de Newton:

" /n
a+b)" = akbnk, a,beC.
LAY ()

Hallar Rz, Sz para z = (a + bi)°.

Solucion. La prueba del binomio de Newton es la que se ejecuta por inducciéon en un
anillo conmutativo arbitrario.

Asimismo

(a4 bi)® = a® + 6a°bi — 15a*b* — 20a°b%i + 15a%b* + 6ab®i — b°.



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Pruébense las siguientes formulas del angulo miltiple:

n

cosnf = cos” 0 — <Z) cos" 2 0sen? 6 + (4

)cos”_4QSen49+--- ,

sennf = <711) cos” 1 fhsenf — (g) cos" 3 0sen0 + - - - .

Solucion. De la identidad de d’Moivre y el binomio de Newton:

cosnf +isennfh = (cos @ + isenf)" = cos”" § — (Z) cos" 2§ sen? 0

+ (Z) cos" thsen*O + -+ ((Tll) cos" 1 hsend — (g) cos" 3 f0sen 0 + - ) ;

igualdad que proporciona las relaciones pedidas. U
Pruébese que max{Rz, Iz} < |z| < [Rz| + |Sz|. ;Cuando se da la igualdad?
Para z = = + iy explicar la relacion entre Arg z y arctag (y/z).

Pruébese que 2Arg (z 4+ 1) = Arg z en |2| =1, z # —1.
Solucion. Conviene hacer un dibujo para convencerse de la veracidad de la identidad.

Por otro lado, de las hipotesis resulta:
0 =2(Arg z+1) € (—m,m).

Solo hay que verificar que:

e =z,
pues |z| = 1. Echando cuentas:
. 1
610 = cosf +isenf = m((l‘ + 1)2 — y2 + 22(1} + 1)y)

Se tiene |z + 1> = 2(x + 1) con
(z+1)2 -y =2x+1)*-2x+1) =2z(x+1).
Basta sustituir para llegar a la identidad buscada. U

Hallense las ramas principales de v/z y de /1 — z.

Halar un dominio G' y funciones continuas f,g tales que f(z2)? = g(z)?

Estudiar si el dominio G obtenido es maximal.

Resolver:

=1, 2t =1, =143



18.

19.

20.

Probar que las raices n-ésimas z de la unidad, z # 1, cumplen:

Zn—1_|_zn—2+..._|_z—|—1:0.

Solucion. Las raices de la unidad cumplen:
2" —1=0.
Dividiendo por z — 1 resulta:
(z—DE" 42" 24 4 24+1) =0,
de donde se sigue el resultado. U

Probar que en un poligono regular de n lados inscrito en la circunferencia z = 1, el
producto de las n — 1 diagonales que parten de un vértice dado (contando los lados
adyacentes) es n.

Solucion. Sea ¢ = e " el vértice de referencia, (s,...,(, los restantes vértices. El

producto pedido es:

G =Gl G =Gl =1 =2 1=z = (1= 25) ... (1 — 2,)],

donde z = €(,, ..., 2, = €?(,. En otras palabras, hemos girado la circunferencia
para llevarnos el vértice distinguido al 1. Asi:

(1—2)...(l—z)=1— (o4 +z,)+-+(=1)""2 2z,
Como los z = z;, 2 < j < n, resuelven la ecuacion:
TN+ 2 41 =0,
las relaciones de Cardano-Vieta dan:
l=—(zp4+ - +z)=-=(-1)""2... 2.

Por tanto
[(1—=2)...(1 =2, =n.

Describanse los siguientes lugares geométricos:

a) |z—il <1

) Tz
_1 e - = 2
b | ‘:1 z

2+1 ) oleP =9
c z—2|>1z—3

d) |z <1, Sz>0,



21. Pruébese que |z — a| = |z — b| (respectivamente, |z — a| > |z —b|) es, para a,b € C, la
ecuacion general de una recta (respectivamente, de un semiplano).

Solucion. Se trata de la mediatriz del segmento ab.

O
22. Para a,b € C, b # 0, ;qué objeto geométrico es
3 (Z ; a) > 07?
23. ;Cuando representa una recta del plano la ecuacion:
az +bz+c=0, a,b,ce C?

Solucion. La ecuacion real de una recta es:

Az + By +C =0,
A, B,C € R. Haciendo 2z = z + z, 2y = —i(z — Z) obtenemos:

(A—iB)z+ (A+iB)z+2C =0,

es decir

az+az+ D =0,
con D =2C.
Como el sistema

{az +0z+c=0

az+az+ D =0,

posee infinitas soluciones habra de ser
(a,b,c) = Na,a, D),
para A € C, A # 0. Si ¢ # 0 se puede tomar D = 1 y concluimos que
a=Ma, b=, c=A\

Si ¢ = 0 entonces:

a= A, b= \a.

O

24. Supongamos a, ¢ reales, a # 0 y b € C. Pruébese que
azZ+ bz +bz+c=0,
es la ecuacion de una circunferencia del plano.

Solucion. Dividiendo por a y completando cuadrados resulta:

bl>  |b]2 —ac
A T

a a

que representa la ecuacion de una circunferencia solo si el segundo miembro es positivo.

t



25.

26.

27.

(Cuaterniones de Hamilton). Definimos:
Q:{(a7b7c7d) :a/7b7c7dER}7
representando los vectores de la base candnica {e;} como {1,4, j, k} de forma que:

z=(a,b,c,d)=a-1+b-i+c-j+d-k,

con “ -7 el producto de un escalar por un vector, simbolo que omitiremos en lo que

sigue para escribir a + bi + c¢j + dk. Se consideran la suma habitual 4+ de vectores y el
producto que se define a través de las relaciones:

le =2z, x€{l,i,7,k}, 2= =k = -1,

ij=k, ki=j, jk=i, ji=—k ik=—j, kj=—i.

El producto a zi, zo se determina entonces usando formalmente las propiedades aso-
ciativa y distributiva.

Haéllese la expresion del producto (a + bi + ¢j + dk)(a’ + Vi + 'j + d'k)

Pruébese que (@, +,.) es un cuerpo no conmutativo. Se conoce a () como los “cuater-
niones”. Para z = a 4+ bi + ¢j + dk, a se define como la parte escalar del cuaternion z,
bi + cj + dk la parte vectorial.

Dése una interpretacion geométrica de la parte escalar y la parte vectorial del producto
(bi +cj+dk)(Vi+ 5+ dk)
de dos cuaterniones sin parte escalar.

Pruébese que si f : C — C es C-lineal entonces existe A\ = o + i tal que f(z) = Az.
Demuéstrese que f induce una aplicacion lineal fr : R? — R? calculando su matriz A
en la base canénica de R

Solucion. Si f : C — C es C lineal se tiene

f(2)=f(z1) =2f(1) = f(1)z = Az,

donde A = f(1).
U

Sea f : R* — R? una aplicacion lineal de matriz A = (ay), fo : C — C la correspon-
diente aplicacion asociada. Dénse condiciones necesarias y suficientes para que fo sea
asimismo C-lineal (ecuaciones de Cauchy-Riemann).

Solucion. Si f es C-lineal entonces
w= f(z2) = Az.

6



28.

29.

Siw=u+1iv, 2z =1x+ iy, A\ = a+ 10 entonces su representacion como aplicacion

R-lineal es: (Z) - (_02; g) (;) |

Si f:R? — R? es R-lineal con representacion matricial

()= (o ;).

la condicion necesaria y suficiente para que defina una aplicacién C-lineal es

a11 = A22, 21 = —a12,
que son las ecuaciones de Cauchy-Riemann. O
a b ai b1 az+b a1z + b1
Sean A = A, = € My(C), T(z) = B0 oy = w2thy
catl <c d) o (01 d1) 22(C), T(2) cz+d’ 1(2) a1z +d; as

correspondientes aplicaciones bilineales asociadas. Pruébese que T' = T} si y solo si
Ay = M\A para algian A\ € C.

Solucion. Sean:
az+b

a1z + by
f(z) = e d

9= v
Si f = g se tiene
(az 4+ b)(c12 + dy) = (a12 + by)(cz + d).

De ahi se deduce que:
d dy

b by
-—=—, - , acp = apc.
a aq C C1

Por tanto:

ay by C1 dy

a b ¢ d’
donde hemos supuesto que a, b, ¢, d son no nulos. Se cumple ademéa que si un denomi-
nador es cero el numerador también lo es.

Por ejemplo, a = 0 implica ¢ = 0 si a; # 0 y esto no puede ser pues ad — bc # 0. Los
demads casos se comprueban igual.

El reciproco es inmediato.

Sean

SLQ = {A = <Ccl Z) < M2><2<C) cdet A = 1},

az+b
M:{T(z)zcz_{_d:ad—bc#O},

con ¢ : SLy — M, la aplicacion natural A — T'. Pruébese que ¢ es sobreyectivo.

7



30.

31.

32.

Una curva C' C C de clase C* se define como C' = {7(t) : t € [a,b]} donde v : [a,b] — C
es C1y 4/(t) # 0 para todo t. Si zg = Y(tg), v = ' (tg) # 0 se dice que v € C es el
vector tangente a C' en 2 correspondiente a la parametrizacion +.

Si C', Cs inciden en 2y, con vectores tangentes vy, v € C asociados a sendas parametriza-
ciones 71, Y9, se dice que C,Cy se cortan con angulo:

0 = Z(v1,v3) = arg %
U1

Pruébese que si f(z) = az+b, y las curvas C, Cs inciden en zy con angulo 6, entonces
las curvas C] = f(C;), i = 1,2, inciden en f(zo) con angulo 6.

Pruébese que si f(z) = az + b, C1, Cy inciden en z, con angulo 6, ahora las curvas
Cl = f(C;), i=1,2, inciden en f(z) con dngulo 27w — 6.

Se considera la funcién f(z) = 22 = u + iv. Pruébese que para cada par de constantes
1, Co, c1c9 # 0, las curvas:

u(z,y) = 1, v(z,y) = co,

se cortan ortogonalmente. Pruébese por otra parte que v(t) es C' se tiene (fovy)'(t) =
2v(t)7'(t). Demuétrese que f preserva el dngulo entre curvas incidentes en C\ {0}.
. Qué sucede en z = 07?7

Solucion. Silas curvas inciden en zg los vectores normales son:
Vu(z), Vu(z).

Tales vectores son ortogonales.

Por otro lado se tiene que 4(t) = (f o ¥)(t) = v(t)? luego:

lim 7(t+h)h—’v(t) — lim (7(t + ) _,_)/(t))’}/(t-i-h})z—”y(t)

= 27(t)7' (1)

Si las curvas 71(t), 72(t) inciden, 71 (t1) = v2(t2). El caracter conforme de f es conse-
cuencia de la relacion: . g
V3(t2) _ Y3(t2)

() At)

U

az+0b
() Sean T'(z) = ot d

es también una parametrizacion C* tal que:

ad — be

CETIE d)ﬂ'(t).

v 7 : [a,b] — C una parametrizacion C'. Pruébese que T'(7(t))

(T'eoy)'(t) =

Demuéstrese que si Cp,Cy se cortan en zy con un angulo 6 entonces T'(Cy),T(Cs)
también se cortan en 7'(zp) formando angulo 6.

8



Solucion. Poniendo 4(t) = T'(y(t)) resulta:
a ad—bc 1

1) = ¢ c oy(t)+d

Usando las ideas del Capitulo 2 para calcular (1/7)" resulta que

() = ra
cy+d)  (ey+d)?

De aqui es ya evidente que si v1(t), 72(t) son curvas incidentes con 7 (t;) = ¥a(t2)

entonces , .,
”72(t2) _ ’72(t2)
; .
1

Esto implica el caracter conforme de T



Soluciones a los ejercicios del Capitulo II

1. Hallar las aplicaciones de Mobius que transforman:
a) 1,i,—1 en —1,4,1.

b) —i,0,i en 0,4, 2i.

_.7.72' 707_'
¢) —i,i,27 en 00 3

Solucion.
a) De
(w,—1,4,1) = (z,1,1,—1)
resulta:
1
w=——.
z
b) De
(w,0,1,2i) = (2,—1,0,1)
se tiene:

w=z++1.

c¢) Ponemos

(Z, _ia i> 22) = (wa 0, Oa 5)7

y obtenemos:

zZ—1
w = -
Z+1
O
2. Hallar los puntos fijos de las aplicaciones:
z—1 z
T(z) = =—— T(2) =
(=1 T =
Solucion.
En el primer caso z = %1, en el segundo caso z = 0.
O

3. Pruébese que si cuatro puntos distintos {z1, 22, 23, 24} son colineales o yacen en una
circunferencia entonces (z1, 22, 23, 24) es real (el reciproco es cierto, segin se vio en
teoria).

Solucion. En el caso de una recta z; = a +t;b, a,b € C, ¢,...,t, € R. Entonces:
(21,22, 23, 24) = (t1,ta, 3, t4) ER.

1



Para una circunferencia z; = zo + re®s, 1 < j < 4. Poniendo (; = € se tiene:

(2172’2, 23724) = (Ch C27C37C4)7

ahora: 111
(€1, 2, C3,Ga) = (a, oG a) = (C1, G G5, Q) = (G, G2, G5, Ca).
Esto prueba que ({3, (s, (3, (4) es real. O

. Hallar las imégenes de la circunferencia unidad {|z| = 1} bajo las transformaciones:

Solucion. En los tres casos la recta real es invariante: f(RU {oco}) = RU {oo} (R =
R U {oo}).

La circunferencia 0D = {|z| = 1} es ortogonal a R,. Luego f(0D) es ortogonal a R.
1

Si f=-, f(0D) = 0aD.
2

1
Sif= P f(OD) es la recta ortogonal a Ry, en z = —1/2.
Z E—

Sif = Y f(OD) es la circunferencia ortogonal a R, en 2z = —1/3y z = —1.
Z p—

b
. Hallar la imagen de {3z > 0} bajo T'(z) = %, a,b,c,d € R, ad — be < 0.
cz

Solucion.

En primer lugar f(RU {oo}) = RU {00} (R = RU {o0}).
Hace falta saber entonces en qué semiplano esté f(i). Pero:
.\ bd+ac+i(ad — be)
f0 == va

Luego f({Sz > 0}) = {S2 < 0}.

U
. Determinar una aplicacion bilineal T' que transforme {Rz > 0} en {|z| < 1}. Misma
cuestion transformando {Rz < 0} en {|z| > 1}.

Solucion. En el primer caso {$tz > 0} es el lado izquierdo de &z = 0 con la orientacion
{i,0,—i}, D = {|z| <1} es el lado izquierdo de 0D respecto de {1,i,—1}. Basta
encontrar la f que asocia ordenadamente una orientacion con otra:

(’U), 17i7 _]-> = (Z7i7 07 _Z)7

es decir,
11—z
=1 .
1+2
Esta aplicacion resuelve también la segunda cuestion. U

2



7.

Calcular una aplicaciéon bilineal T' que transforme:
{lz] < 1,32 > 0},

en
{Rz>0,3z > 0}.

Solucion.

Formamos la aplicacion f que transforma ordenadamente {—1,0,1} en {0, 1, oc0}.

Orientando R, con {—1,0, 1} su lado izquierdo es {Sz > 0}. Entonces f(R,) = Ry
y el lado izquierdo de f(R,) con respecto a la orientacion {0,1,00} es {3z > 0}. Por
ello f({Sz > 0}) = {2z > 0}.

Por otra parte f(OD) es una recta, pasa por cero y es ortogonal a f(R.). Con esos
datos f(0D) = {Rz =0}. Asimismo 0 estd en la componente interior a 9D, como
f(0) =1 se tiene que f(D) = {Rz > 0}.

Por tanto f resuelve el problema pues
f(DN{Sz>0}) = f(D)N fF{Sz>0}) = {Rz > 0} N {2z > 0}.

Finalmente,
I +z

1=z

f(z)
0

(&) Hallese una transformacion bilineal que aplique: 1) la circunferencia |z — 41| < 2
en el semiplano Sw > Rw, 2) el centro de la circunferencia en el punto -4, 3) el punto
21 de la circunferencia en el origen.

Solucion. Vamos a resolver el ejericio de dos formas distintas.

Llamamos r a la recta Sw = Rw. La idea es transformar la circunferencia en r con dos
parametros libres que nos permitan ajustar la condicion f(4i) = 4. Tomamos w = f(2)
con:

(w,0,00,a+ia) = (z,2i,4i + 2", 6i).

Es decir: ’
21 Z—4i—2619_ a+1a
1 +e? 2 —06i Ca+ia—w
Ha de ser w = —4 para z = 4i luego:
2¢' a+ia

i4+e?  a4ia—w’

i—l—eie_l w
2ei0 a+ia’
i+e? 4
2 T a+ia’



4 B i+ e

a(l+i) 20
1 1 A .
a = g(l + Z.)(Gle — 7:)6_26.
Ahora: . ‘
(1+4)(e?” —i)e ™™ =1+ cos —senf + i(1 — cos§ — sen §),
y debe ser:

1 —cosf) —senf =0,
luego nos vales 6 = 0.

En ese caso:

L),

y a = 4. Asi:
F(20)=0, f4i+2)=o00, [f(6i)=4(1+1).

Notese que f(4i) = —4 ya garantiza que el interior de la circunferencia se transforma
en el semiplano deseado.

La segunda solucién se apoya en la nociéon de simétria con respecto a una circunferencia.
Si C' es la circunferencia

Cx —_

\5‘(27 21y %2, 23) - 07

y z € C, su simétrico respecto a C' se define como el tnico z* tal que:
. -
(2%, 21, 22, 23) = (2, 21, 22, 23).

Se demuestra que si C' es una recta entonces z* es el simétrico de z con respecto a la
recta, y que si C' es |z — zg| = r entonces:

z*—zozr—z_zo
|z — 2%

Véase el libro de Conway ([1]). Es evidente que si f es cualquier transformacion bilineal,
(f(2))* = f(z*) donde el primer simétrico se considera con respecto a la circunferencia
transformada f(C).

Para resolver el ejercicio observamos que si C' es la circunferencia |z —4i| = 2 entonces:
(4i)" = o0,
mientras que el simétrico (—4)* de —4 respecto de r es:
(—4)" = —4i.
Por tanto, la solucion de nuestro problema es:

(w, 0, —4, —4i) = (z, 24, 4i, 00).



9.

10.

11.

12.

Sea S2 = {(&,n,¢) : &2+ n*+? =1}, T : S? — C la proyeccion de Steiner:

§RT:1€TC, s7=-1_ pP4N,

1-¢
T(N) = oo. Demuéstrese que si C' es una circunferencia en C,, entonces T~ '(C)
también es una circunferencia en S2.
Solucion.
Véase la parte de teoria.
O

Pruébese que la proyeccion de Steiner T': S? \ {N} — C define un homeomorfismo.
Solucion.

Véase la parte de teoria.

;Qué transformacion de la esfera S? asigna T-(1/z) a T7'(2)?
Solucion.

Se trata de la aplicacion:

(&n,¢) — (£,1,¢)

con
gl = §7 (nla cl) = _(na g)
Es decir, una rotacién de angulo 7 alrededor del eje x; de la esfera.

Nota. Mas generalmente, puede probarse que toda rotacion R de la esfera S? se re-
presenta en la forma R = H o f o H™! para una cierta transformacion de Mobius
f:Cy — C, siendo H la proyeccioén de Steiner.

U
Hallar las imégenes inversas 7' de los conjuntos: 1) Sz > 0, 2) Sz < 0, 3) Rz > 0,
4) Rz < 0,5) |z| <1,6) |z| > 1.
Solucion.
1) Hemisferio x5 > 0.
2) Hemisferio xs < 0.
3) Hemisferio x; > 0.

)

)

4) Hemisferio z; < 0.

5) Hemisferio x5 < 0.
)

6) Hemisferio x5 > 0.



13. Se define la distancia cordal d. en C., como:
dC(Z,Z/) = |T_1(Z) - T_l(zl)|7 dc(za OO) = |T_1(Z) - va
con N = (0,0,1). Probar que:

|z = 7]

2,2 €C
1 2\1/2(q 112\1/2 ?
2y = | PP
W ZE(C,Z/:OO.

Demostrar que d.(z,00) = lim, o de(z, 2').
Solucion. Consultar la parte de teoria. O
o Continuidad, sucesiones, series

14. Probar que los tnicos automorfismos continuos de C son f(z) =zy f(z) = Z.
Solucion.

Usamos primero la aditividad. Como:

f(z1+ 22) = f(21) + f(22),

se tiene:
f(nz) =nf(z), f(=nz) = —nf(z), n=0,1,2....
También: ) 1 .
nI() = 1) = f52) = - f(2),
luego:

i) == fa2)=af (o)

con ¢ un racional cualquiera. Usando la continuidad concluimos que f(tz) = tf(z) para
todot € R pues t =limgq,, ¢, € Qy

f(tz) = f(lim g, 2) = lim g, f(z) = tf(2).

Ahora interviene la propiedad multiplicativa:
f(z122) = f(21) f(22).
Lo primero que ocurre es que f(1) =1y
f@)* = f(i%) = f(=1) = =1 = f(i) = £i.

Finalmente

f(2) = flo+iy) =+ yf(i).
Si f(i) =i, f(2) =z si f(i) = —i, f(z) =

[N



15.

16.

17.

18.

19.

Nota. Puede probarse que la continuidad es imprescindible para que una funcién aditiva
sea lineal. Ejemplos de funciones aditivas que no son lineales fueron obtenidos por G.
K. Hamel a principios del siglo XX. En su construccién hizo uso de la nocién de base
de un espacio vectorial de dimension infinita.

O

Se consideran las funciones f,g : G C C — C, G C C abierto. Si f,g continuas en
2o € G pruébese que \f + pg, \,u € C, fgy f/g (en éste ultimo caso anadiendo
g(z0) # 0) también son continuas en zy. Si h: Q C C — C, Q abierto, wy = f(20) €
y h es continua en wy demuéstrese que h(f(z)) es continua en zo.

Solucion. Copiar directamente la demostracion del caso real.

Probar que |z| es Lipschitziana en C de constante 1.

Solucion. En efecto:
[[21] = [22]] < |21 = 22].

t

Sea f(z) = 2", f(z) = u(z,y)+iv(z,y). Demostrar que u, v son polinomios homogéneos
de grado n en z,y. Concluyase de ahi que si p(z) es un polinomio de grado n, p(z) =
u(z,y) + iv(x,y), entonces u, v son polinomios en z,y de grado n.

Solucion. Si 2" = u(x,y) + iv(z,y) esta claro que u,v son polinomios en z,y de grado
n. La homogeneidad sale de:

u(te, ty) +iv(te, ty) = (tz)" = t"2" = t"u(x,y) + it"v(x,y),

luego u(tz, ty) = t"u(z,y) y v(tz, ty) = t"v(x,y) para todo t € R.
[

Sean p(z),q(z) polinomios complejos, grado g < grado p. El algoritmo de la division
asegura la existencia de polinomios tinicos ¢(z),7(z), grado r < grado ¢ tales que:

p(z) = c(2)q(z) +r(2)

Usese el teorema fundamental del dlgebra para probar que si p(z) = z"+a,2" 14 - -+a,

es un polinomio complejo de grado n > 1 entonces existen aq,...,as € C y enteros
mi,..., Mg, M1+ -+ mg = n tales que:
p(z) =(z—a)™ ... (2 —as)™. (1)

Concluyase que la descomposicion (1) es unica.

[Polinomio de Taylor de un polinomio| Sea p(z) un polinomio de grado n, z,h € C.

Demostrar que:
n

p(z +h) = %M,

k=0



20.

21.

para coefcientes ¢, que deben expresarse en funcion de z.

Solucion.
Si .
p(z) =ap+arz+ -+ a,2" = Zalzl,
1=0
entonces:
n n l I
p(z+h) =) az+h)=Y a Z (k) hF ok
1=0 I=0 k=0
= o =1)...(l=k+1Daz" :chh,
k=n ' l=k k=0
donde:
1< _
Cp = HZZ([—l)...(Z—kJrl)alzl k,
1=k
]
Sea p(z) un polinomio. Demuéstrese que lim,_,, p(z) = oo.
Solucion.
Tomamos p(2) = apz™ + a1 2" 1 + -+ + a,, ag # 0 y se tiene:
p(2)] > laollz[" = (lar] 2" + - -+ +anl),
de donde resulta evidente que |p(z)| — oo cuando |z| — oo.
]

Sea f(z) una funcién racional, z = a un cero del denominador. Pruébese la existencia
dexeCydeneZ={...,-2,-1,0,1,2,...} tales que:

f(z) ~ Az —a)" z — a.

Solucion. Si f(z) = pgzg y z = a es un cero del denominador entonces

_ (z—a)*p(2)
f(Z) - ( _a)lql(z )
con pi(a), ¢1(a) no nulos. Por tanto:
13y

z—a Nz —a)”

con A =2y —p g
q(a)’ )



22.

23.

24.

p(2)

Demuéstrese que las funciones racionales f(z) = ﬁ definen funciones continuas de
q(z
Co en Cq,.

Solucion. La funcién f no estd definida en los ceros de ¢. Para obtener una funcion
continua en C,, definimos f en un cero ( de ¢ como

- p(2)
f(€Q) =X =lim—=
) ¢ ()
En el peor de los casos A = oo que es un elemento de C.. 0
Estudiar los limites:
4 1 4 1 2 _ - 2
a) lim22* — iz + zArg 2, b) lfm = +, , ¢) lim z —, d) lim ﬂ)
z—1 z—i 2+ 1 z——i 2 +1 2—21 Z2 + 4
. V21 , e+ zLog z B
o) im=— Dlime—g, . 9™

Solucion. a) —3 —i%, , b) —i, ¢) —4i, d) 2, e) 3. En el caso de f) el limite es 1 pues:

lim z Log z = HII(I) Z?Arg z = 0.

z—0
En el caso d) el limte no existe. Poniendo § = Arg z resulta:

_1/22 . 2 g 2
e 1/z :600520//) e zsenZG/p’

y el limite cuando p — 04 depende de 6. O

Hallar el limite de z, = n(/z — 1).
Solucion.
Si z = pe? con § = Arg z entonces:
7 0 n : 0
zn =n(p/"cos — — 1) +insen— =n <p1/”(1 + a—z) — 1) + insen —,
n n n n

donde a,, estd acotada. Asi:
, , 1/n . , 10g p bn .
lim z, = limn(p /™" — 1) +if =limn | —— + — | + 16,
n n

donde lim b,, = 0. Por tanto:
lim z,, = log p + 6.



. ™ .
25. Se sabe que la serie Y z, converge con |Arg z,| < a < 5 Demostrar la convergencia

de > |zl

Solucion. Poniendo z, = x,, + iy,, 0, = Arg z, se tiene que:
Yn|
|—| = |tag 0,| < tag a,
T

luego:
|zn| < {V/1+ tag 2a}z, = (seca)z,.

Como la serie Y x,, converge, la serie Y |z,| también converge.

O
26. |Formula de sumacion por partes|. Fijando A,, = a; + - - - + a,, probar que:
n n—1
Z arby, = Z Ap(by = big1) + Apby — Ap_1byyy.
k=m k=m
Solucion. Notese que ap = A — Ap_1 por tanto:
Z arby, = Z Apby, — Z Ap_1by = Z Arby, — Z Apbria
k=m—1
n—1
= Anbn + Z Ak(bk - bk+l) - Amflbm
k=m
n—1
= Ak(bk — bk+1) + Anb, — Ap_1b,.
k=m
O

27. Supongase que la sucesion A, = a; + - - - + a, esta acotada y que b, es decreciente con
lim b,, = 0. Pruébese que la serie ) a,b, es convergente.

Solucion. De acuerdo a la formula de sumacién por partes

n—1
|Zakbk| < Z|Ak (b = brg1) + | An|br + [ A1 by < M (b, — by 4 by + b)) = 2M by,
k=m k=m

donde M es una cota de A,. Como b, — 0 la serie es convergente porque cumple la
condicion de Cauchy. O

28. Demostrar que (criterio de Gauss):

an

a 1
=1+—-+ 0(_)7
Ap—1 n n

10



con a, > 0, a < —1, implica la convergencia de ) a,. Como aplicacion establézcase la
convergencia de la serie hipergeométrica:

OoOéOé-i-l (a+n)BB+1)...(B+n)
2; + D)y +1)...(v+n)

Y

3

en el régimen R(a + f — ) < 0.
Solucion.

Se sabe que:

para n > ng. Luego:
na, < ((n—1) —€)a,—1).

Tomando n > m > ng resulta:

na, < (n—1)a,—1 — €a,_1

(n—1a,1 < (n—2)ap_9— ay_o

(m 4 1)agni1) < Mapy, — Eapm,
y sumando:

na, < ma,, — € g ag,

k=m

n
€ E ar < M0y,
k=m

Por tanto las sumas parciales de la serie estan acotadas y la serie converge.

es decir:

En cuanto a la serie geométrica llamamos:

afe+1)...(a+n)B(B+1)...(8+n)
(n+1DIy(y+1)...(y+n) ’

n —

an (a+n)(B+n)
an1 (n+1)(y+n)

Para estudiar la convergencia absoluta escribimos:

Aanl o la+nf|f+n|—(n+ Dy 47

|@n-1] (n+ 1Dy +n
R+ (a+B)n+afl—n® + (v + 1)n+1]
n (n+ 1)y + n|

Y

11



de donde:

an, o+ o' +1
R T (Ml S A B O ek S )
|an_1] n n?2 n n2
con
n n
n — ) Cp = :
|y + n n+1

Ahora observamos que:
R(21 — 22) + |21]* — |20]?
|21 + 1| + |22 + 1]

2
|Zl+1|—‘22+1| =
Por tanto

limn{|1+

a+ o} +1
S T Ty =Rt p o),
n n n n

h'mn( [an) —1) =Ra+/—-v-1).

| 1]

29. Estudiar la convergencia de las series:

n n! .
D@y W Gy 92
e'n'i/n

0 Z%’ 0 Z - f Zco;m.

Solucion.

Las series a), b) y f) son absolutamente convergentes. En el segundo caso se usa la
estimacion de Stirling,
n n
n! ~ <—> 2mn
e

para probar que:

gMZ 2771m<oo.

(&

n!
2 |Gy

Las series ¢) y e) son divergentes. En el segundo caso porque su parte real:

1 s
E — cos —,
n n
es claramente divergente.

La serie d) converge como muestra el criterio de Abel (Ejercicio 27).

Referencias

|[1] CONWAY J. B., Functions of one complex variable, Springer, New York, 19**.
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Soluciones a los ejercicios del Capitulo III

1. Estudiar la convergencia de las siguientes funciones en los dominios indicados:

a) f(z) => o k2" en {|z] < 1}.

b) f(z) =2

Solucion.

e {Rz > 0}.

a) Para |z] <r < 1:
Sk < 3
k=1 k=1

y la dltima serie es claramente convergente. Por tanto la serie converge uniformemente
en cada disco cerrado D(0,r) con r < 1.

b) En 2 > 0 se tiene:

L 1 1 1
|z + k2| — R{z+ K2}  Rz+k2~ k2

de donde se concluye la convergencia uniforme de la serie en Rz > 0. U

2. Sea f, : D C C — C una sucesion de funciones uniformemente continuas en D, un
abierto de C, f = lim f,, uniformemente en D. Probar que f es también uniformemente
continua en D. Supéngase ademéas que las f, son Lischitzianas de constante L, con
sup L, < oo. Demostrar que f es Lipschitz en D. Estudiar qué sucede si se suprime la
condiciéon sobre las L,,.

. , .yt A ap , .
3. Sea a, una sucesion con lima, = [. Probar que lim ——— — = [. ;Qué sucede si
n

[ = +00?7 Aprovéchese el resultado para probar que si a, es una sucesiéon de términos

positivos con:
7 an
lim =1,
Apn—1

entonces lim {/a,, = [.

Solucion. El resultado sobre el limite de la media aritmética implica claramente la
formula final. En efecto:

luego

lim log ¢,, = log(lim n ),
Ap—1

de donde se deduce la formula para el limite de la raiz n-ésima.



En el caso del limite de la media aritmética ponemos:

ap+---+ap l—ay|+-+ |l —an - l—anp |+ +]|l—ay

o B e o R P e [y
n n n
SIl—0L1|+---+|l—ans_1|Jrn—neg<|l—(11|+---+|l—ang_1|Jrg

n n 2 n 2’

si suponemos que |a,—I| < § paran > n. y tomamos arriba n > n.. Consecuentemente,
la diferencia anterior es menor que ¢ si n se toma suficientemente grande como para
que el primer término sea menor que 3. U

. Sea )~ a,z" una serie de potencias para la que existe:

., a

lim 2] = R.
|an+1|
Calctlese su radio de convergencia.

Solucion. El radio de convergencia es, evidentemente, R (teorema de Hadamard).
U

. Calcular los valores de aglomeracion de las sucesiones: a) z, = n~' + (=1)", b) z, =
27" 4+ (—=1)" + 1", ¢) 2z, = [2 + cos(nm)]e?™/°, d) z, = sen(nm/2) + icos(nw/6), e)
2, = nsen(nm/2) + i cos(nm/6).

Solucion.
a) {£1}, b) {0,2, =1 i}, ¢) {3,e?™/5, 3ehm/5 6mi/5 3e8mil5),

d) La sucesion cos(nm/6) toma 6 valores distintos correspondientes a n = 6 + k con
ke€{0,...,5}, es decir n = 6m + k. En efecto:

km km " km
cos(nm/6) = cos(3mm + 7) = cos(mm) COS(7> =(-1) 008(7).

Se concluye que:

k k
zn:(—l)m(cosg—i-icos%), ke{0,...,5}

y los valores de aglomeracion son:

k k
Af:i(cosg—l—icos%), ke{0,...,5}.

e) La sucesion tiene la forma:
k k
zn:(—1)”((6m+k)cos§+icos%), ke{0,...,5},
para n = 6m + k. Los valores de aglomeracién son entonces:

k
{:I:icos%:kzl,3,5}u{oo}.



10.

11.

Probar que lim a,,, lim a,, son valores de aglomeracion de a,,. Comprobar asimismo que
la convergencia de a equivale a la igualdad de tales limites (N. B. estamos incluyendo
en “convergencia” los casos a, — $00).

Sean a,, b, son sucesiones tales que lima, = a > 0. Probar que lima,b, = alimb,,
lim a,b,, = alimb,,.

: 0
Sea z = € donde — es racional. Estiidiense los valores de aglomeracion de z".
T

Solucion. Si

con (p,q) = 1 entonces la orbita de la sucesion es finita:

-2k

{zo:neN}={c"s :k=0,...,q—1}

Por tanto tales puntos son sus valores de aglomeracion (se toman infinitas veces cada
uno). O

. Sea Y 2 a,z" una serie de potencias de radio r. Demostrar que para todo k € N la

serie Y -, a,z""" también tiene radio de convergencia r.

Solucion. Como:

. . 00 n . oo n—
para z # 0 y el radio de convergencia de ) -, a,2z" es r, el radio de >~ , a,z
también es 7. O

Hallar el radio de convergencia de las series:

o (_1)n © 2n+1 o n! e on
Z e Z (2n + 1)! et Z R
n=0 n n= n+ n=0 n n=0 n

Solucion. En el orden del enunciado los radios de convergencia son: 1) p = oo, 2)
p=00,3)p=e, 4) p=o0
O

Se sabe que el radio de convergencia de >~ ja,z" es r > 0. Hallar el radio de conver-
gencia de las series:

o (0.9} [e.9]
E nfa,z", E la,|z", E a’z".

n=0

Solucion. 1) r, 2) r, 3) r2, O



12.

13.

14.

15.

Hallar el radio de convergencia de cada una de las siguientes series:

a) ia”z”, aeC ¢) f:k;”z”, keZ\{0}
n=0 n=0

b) i&"QZ”, a€C, d) i 2
n=0 n=0

Solucion. a) |a]™', b) p = 00,1,0 dependiendo de si |a] < 1, |a] = 1 o |a] > 1,
respectivamente.

c) p=IkI"" d) p=
0

. o0 n . . e} n
Usar la serie )~ , 2" y el producto de series para calcular la suma de la serie ) >~ ' nz

Solucion. Se tiene:

io: an ~|—Zz

Pﬂg
NB

n:0 n=0 n=0
luego:
n n __ <
go ;n+1)z —;z ——(1_2)2.

Demostrar que el radio de convergencia de la serie:

) _1)
Z( ) zn(n—&-l)’
n=1 n

es 1, discutiendo la convergencia de la serie en los valores z =1, —1,1.
Solucion. El radio de convergencia es claramente 1 (Hadamard).
Como n(n + 1) es un namero par, (—1)"™*Y = 1 y la serie converge en z = 1.

Se tiene ademas que (—1)""("*) = (—=1)% si n = 2k, (=1)""" ) = (1) sin =

2k — 1 luego:
Z n (n+1) Z o

n=1 k=0 k=1

8
T
=
=
M8
L
=

y las dos ultimas series son convergentes en virtud de criterio de Abel (Capitulo II). [J

Para A € C se introduce la serie binomial:

AA=1)...(A—n+1
T VR G J ntl) oy

Pruébese que tiene radio de convergencia 1. Llamamos f\(z) a la funcion definida por
la serie en |z| < 1



a)
b)
c)
d)

Determinar f) para A € N.

Calcular f_1(2).

Calcular f_,(z), n € N.

Probar que f_,(z) = (1 + 2)~™. A tal fin compriebese que:
(12 fnl() = 1,

para todo z # —1.
Solucion. Es evidente que el radio de convergencia es 1 (Hadamard).

Por otra parte:

fn(2) = (1 +2)",

mientras:
> 1
_ = —1)"" = .
Fa®) = 21" =

lo cual da respuesta a las cuestiones a), b).

Para dar respuesta a las cuestiones ¢) y d) probamos por induccion la identidad si-
guiente:

(a+B)(a+B-1)...(a+B-n+1)= ("

O)a(a—l)...(a—n—l—1)+---+

(Z)a(a—l) o (a—k+D)B(B-1) ... (B—n+k+1)+ -+ (Z)B(ﬁ—l) (B=n+1).
(0.1)

La igualdad implica que:

(a+B)(a+B-1)...(a+B—-n+1) oz(oz—l)...(oz—n—i—l)+
n! n!

a(a—l)...(a—k+1)ﬁ(ﬁ—1)...(ﬁ—n+k—l—1)+”'+ﬁ(ﬁ—1)...(6—71—{—1)
El(n —k)! n!

El segundo miembro es el coeficiente de 2" en el producto de las series f, y f3, mientras
el primer miembro es el coeficiente de 2" en la serie f,;3. Por tanto se concluye que

foz-‘rﬁ - fafﬁ‘ (02)

De aqui:
fo= ()" =(0+2)"

La formula (0.2), probada en esta manera intrinseca, reviste gran interés. Por ejemplo:
(f1)=1+z

5



y f% define una representacion analitica directa de la raiz cuadrada de 1+ z en |z| < 1.

La identidad (0.1) se prueba por induccion. Llamando 1, al primer miembro:
I, =al, 1 + ﬁIn—l-

Conviene escribir el primer sumando como:
al,.y =afa-1}+0)...({a =1} + - (n - 2))
:oz(ngl)(oz—l)...(a—l—(n—2))+---+

O‘(ngl)(o‘_w“'(o‘—l—(k—l))ﬁ(ﬁ—l)mw—(n—l—k_1))+...+

oz(ngl)ﬁ(ﬁ—l)--.(ﬁ—(n—2))7

en cuyo desarrollo hemos usado la hipotesis de induccion.

En cuanto al segundo ponemos:
Bl =Bla+{f-1}).. . (a+{6-1} = (n—2))
:ﬁ(ngl>a...(a—(n—2))+---—|—

6(”;1>a_..(a—(l—1))(6—1)...(6—1—(n—1—l—1))+~.~_|_

ﬁ(”g1)(5—1>...<6—1—<n—2>>-

Al efectuar la suma al,_1 + (61,_1 el término de indice k& en el primer sumando se
agrupa con el término de indice k£ + 1 del segundo sumando para dar:

((n;)+<Z:>)O‘(O“1)-~~(a—’f)5(5—1)-.-(ﬁ—(n—k:—z))

_ (kil)a(a—1)...(a—k)ﬁ(ﬁ—1)...(5—n+k+2))-

Procediendo con todos los términos concluimos que:
aln—l + ﬁIn—l - ]m
que es lo que se buscaba. O

16. Desarrollar senh z, cosh z en serie de potencias de z.
Solucion.

Basta observar que

senh z = isen(—iz) cosh z = cos(—iz).



17. Compruébese que:

18.

19.

20.

21.

cos z = cos x coshy — isen z senh y,

sen z = sen x cosh y + 7 cos x senh y.

Usando la definicién de las funciones sen z, cos z pruébense las relaciones clasicas:

cos® z +sen’z = 1, cos(—z) = cos(z), sen(—z) = —sen z,
cos(g — z) = sen z, sen(g —z) = cos z,

cos(z +w) = coszcosw — sen zsenw,  sen(z 4+ w) = sen z coS w + COS z sen w,
1+ tag 7 = sec? zZ, C€O0s2z = cos® z — sen? z.
Demostrar que los ceros de las funciones cos z, sen z coinciden con los de sus restric-
ciones al eje real.

Solucion. Si sen z = 0 es porque:
¥ =1 = 2z=2knm = z=kmr,

con k € 7Z, que son los ceros de sen x como funcion real. El caso del coseno se trata de
la misma forma.

O

Determinese el mayor dominio G donde Log (z* + 1) es continua.
Solucion. La funcion Log es discontinua en {z < 0} por lo que f(z) = Log (2% + 1)
es discontinua en los puntos z € C tales que

2 +1¢e{w<0}.

Se comprueba que tales puntos son los del segmento (—oo, 1] y sus rotaciones de dngulo
27 L
=5, es decir:
27 ; 4 -
(—o0,1]Ues (=00, 1] Ues*(—o0,1].

O
.., 7T ™ 7T . .
Probar que la restriccion f(z) de tag z a G* = {—5 <Rz < 57 + 5} es biyectiva
sobre su imagen 2 = C\ {£i}. Demostrar que:

9(2) = () = = Tog (1 +) |

1—12z

Pruébese que dicha funcion es continua en 2 = C\ {ti : t € R, |t| > 1}. Se denomina
al par (g, ) la “rama” principal de la funcién arcotangente g(z) = Arctag 2.

Solucion. La tangente cumple:
tag (z + 7) = tag z,

7



22.

luego tag z no puede ser inyectiva en bandas a < Rz < a-+1sil > .
La aplicacion e*# es biyectiva de G* en C \ {—1,0}. La aplicacion

1—-C
ll"’f

h(¢) =

es biyectiva de C\ {—1,0} en Q* =: C\ {—4, i}, luego tag z lo es de G* en Q.
Ademés

tag (g — ti) = —tag (g + ti),

pues

/s . ™ . ™ .
tag (§ —ti) = —tag (—§ + ti) = —tag (5 + 7).

Ya se probo (véase la parte de teoria) que tag (5 +i(0,00)) = i(1,00).

La funcion

invierte a la tangente en Q* = C \ {—i,1i}.

(1—1—2.2) <0,
1—132) —

es decir T7!((—o00,0]) donde T'(z) = 1 +iz/1 — iz. Resulta que

Es discontinua en los z tales que

z—1

T (z) = —iZ——
(:) = =,

y que
T ((~00,0]) = i(—00, —1) Ui[l, 00).

Por tanto (g,€2) con Q = C\ {i(—o0, —1) Ui[l,00)} define una rama de inverso de la
tangente. U

Demostrar que la funcién:
g(z) = —i Log (V1 — 22+ iz),

es continua en @ = C\ {z < —1,z > 1} y cumple sen(g(z)) = z. Se la conoce como la
“rama” principal de la funcion arcoseno: f(z) = Arcsen z.

Solucion. Nos centramos en la continuidad de g pues las otras cuestiones han sido ya
tratadas en la teoria. Ahora v/1 — 22 es continua en C\ (—oo0, —1] U [1,00) y ya hemos
visto que (V1 — 22 +iz) > 0 para z € C\ (—oo, —1] U [1,00), de donde concluimos
la continuidad.

t



23.

24.

25.

26.

27.

Determinar una funcion continua g definida en G := C \ {x < —1,2 > 1} tal que
cos(g(z)) = z en G. Indicacion. Usese la funcion Arcsen z.

Solucion. Como
T
cos(— — z) =sen z,
2
entonces

7r
Cos(§ — Arcsen z) = sen Arcsen z = z.

Luego:

g(z) = g — Arcsen z.
U

1

Dada f(z) = sec z, pruébese que g(z) = g—Arcsen (—) es continua en G = C\[—1, 1]
z

y que sec(g(z)) = z para todo z € G.

Solucidn. Como z — L aplica [-1,1] en Ry, \ (—1,1) entonces arcsen L es continua en
C\ [-1,1] y claramente:

sec(Arcsen —) = z.
2

O

Pruébese que todo polinomio p(z) define una funciéon entera. Hallar su desarrollo en
serie de potencias de z — z.

Solucion. Basta usar la formula de Taylor para polinomios (Capitulo II) para desarrollar
p(2) como una suma finita de potencias de z — 2.

4

Demuéstrese que los polinomios complejos son sobreyectivos. ;Y las funciones racionales?
.y las enteras?

Solucion. Que los polinomios complejos son sobreyectivos es consecuencia del teorema
fundamental del algebra. Por la misma razon si una funcién racional toma la forma:

apz" + - +ay,
= by # 0

entonces solo excluye el valor ag/by cuando n = m, en los restantes casos es sobreyec-
tiva.

Las funciones enteras pueden no ser sobreyectivas como muestra el ejemplo de la ex-
ponencial e* que excluye el valor 0. No obstante, es consecuencia de un teorema de
Picard que una funciéon entera excluye a lo sumo un valor complejo.

O

Estudiese la sobreyectividad de las funciones seno y coseno (véase el Ejercicio 22).

9



28.

29.

30.

31.

Pruébese que si f(z) = > - ,a,2" =0 en |z| < r entonces a,, = 0 para cada n € N.

Solucion. Haciendo z = 0 sale ag = 0. Entonces
F) =2h() A =D a
n=1

Al ser fi(z) = 0 para todo z # 0 resulta, por continuidad, f1(0) = 0, luego a; = 0. Se
procede de esta forma para concluir que todos los coeficientes a,, = 0.

O
Calcular el desarrollo en serie de potencias de z — 2y de la funcion:
az+0b
e =ova

con zy # —d/c, ¢ # 0.

Solucion. Podemos escribir

f(z):g+azo+b< 1 )

zZ — 20

Basta entonces con representar la dltima fraccion en serie de potencias de z — 2; para
21 # 29. Esto es sencillo pues:

1 1 1

1 - —1)"
_ _ :Z%(z_zl)n’
z—z z—atzm—z2 a—Zq_ FTA n:O(zl—zO)’““r

20 — 21
siendo la serie convergente en |z — 21| < |z — z|.

U

Usando la descomposicion en fracciones simples demuéstrese que toda funciéon racional
f(z) es analitica en su dominio de definicion G. Dado un zy € G {qué mide el radio de
convergencia de su desarrollo en serie de potencias de z — 27

Solucion. Usando la descomposicién en fracciones simples escribimos la funciéon como
la suma de un polinomio y términos de la forma:

a
(z — z0)™

Estas fracciones son —como consecuencia del ejercicio anterior— analiticas en C\ {z}.

Por tanto la funcion es analitica en C \ {z1,..., 2y} donde {z1,..., 2y} designa el

conjunto de ceros del denominador. O

Desarrollar en serie de potencias las funciones:

(0= 5w 0= M=

en cada uno de los puntos a de sus dominios de definicion (que son el mismo).

Solucion. Véanse los ejercicios anteriores.

10



32. Supongase que f(2) es analitica en un dominio G. Definiendo g(2) = f(z) en el dominio
z € G :={z:z € G} demostrar que g también es analitica.

Solucion. Si zp € G entonces Zyg € Gy como f es analitica, entonces:

= Z an(( - 20)n7
n=0

para | — Zg| < r. Por tanto:

9(2) = TE) = Y au(z —2)" =Y (= — 20)"

para |z — zg| < 7, y hemos terminado.
U

33. Supongamos que f(z) es analitica y no constante en un dominio G. Demostrar que
f(2) no puede ser analitica en G.

Solucion. Si

Mg

an(z — 29)",
n=0
y [e.e]
T = hle =)
n=0
resulta que
Z an(z — 2z0)" + Z bu(z — 20)" = Z(an +b,)(z — 20)"
n=0 n=0 n=0

es real para |z — 2| pequenio. Tomando z — zy = At con t real resulta que

(e}

> (an + bp) Nt

n=0
es real para |t| pequenio, lo que significa que los nimeros
(an, + b)) A" € R

paran > 1y |A| = 1. Esto obliga a a,, + b, = 0 para todo n > 1.

Como




34.

35.

para todo n > 1y |A\| = 1. Por tanto a, — b, = 0 para n > 1 y con la conclusion
anterior se llega a que:

f(z) = ao,

en D(zo,7) y f es localmente constante. Por otro lado el conjunto:

{z€G: f(2) = ao},

es abierto y cerrado en G con lo que coincide con Gy f es constante. Como esto va

contra lo supuesto, f(z) no puede ser analitica. O

Una serie de potencias formal en z = oo se define como:

o0
a’n

Zn
n=0

a, € C. Se define el radio de convergencia r de la serie como
r = inf{|z| : la serie converge en z, z # 0},

poniendo r = 0 si la serie diverge en todo z. Obténgase una expresion —al estilo
Hadamard— del radio de convergencia de la serie, probando que ésta constituye una
funcion continua en |z| > r, con limite finito en el infinito.

Solucion. La serie converge en un punto z # 0 si la serie
oo
n
E anC", (0.3)
n=0

1
converge en ( = —. Por tanto la cantidad inf |z| donde la serie converge es inf — =
z

q

con los ¢ variando de forma que la serie (0.3) converge. El radio de convergencia

r=lim {/|ay|.

sup (]
€S asl:

t

Se dice que un dominio G contiene al punto del infinito si G D C\ D para algin disco
de C. Diremos que f : G — C es analitica en G U {00} si es analitica en G (Definicion
?7?) y se representa por una serie de potencias en z = oo en un entorno C\ D de dicho
punto. Pruébese que f es analitica en G U {oc} siy sblo si g(z) = f(1/2) es analitica

en ) = {-: z € g} y ademés admite una extension analitica a un cierto disco D(0, R).
2

Pruébese que toda funcion racional f(z) acotada cuando z — oo es analitica en el
infinito.

Solucion. Como % es analitica, g en analitica en {2 por ser composicion de funciones
analicticas. Por otra parte, si f es la suma de una serie en el infinito,

oo
a’n

f(z) = o
n=0

12



donde la serie converge para |z| > r. Por tanto:

o) = F) =D ae

n=0

es convergente en |z| < 77! y la serie del segundo miembro define la extension analitica
de g a la bola D(0,r7!). Luego g es analitica en QU {0}.
Si

q(2)
con p, q polinomios, esta acotada cuando z — oo es porque el grado de p es menor o
igual que el grado de q y f se escribe —tras posible division polinémica— como la suma
de una constante compleja, mas términos de la forma (fracciones simples):

()= 2

) 1
Estos se representan con desarrollos en z = oo. Basta hacer ( = — para tener:
z
o0

¢ :
(2 —aZj)m e —az]c‘)’” - (Z ngkﬂ)

k=0

que define una serie de potencias en —, convergente para |z| > |z;].
z

b
36. Hallar el desarrollo de f(z) = azi—d en serie de potencias de 1/z (¢ # 0).
cz

Solucion. Siguiendo las instrucciones del ejercicio anterior:

IS NN I S £ S e AN
f(z)_d<+c_d+c1+gg_d+c<z( 1 (c) zn>-

n=0

I
(|

La serie converge si |z| > ¢
Complementos

1. Demuéstrese que:
2
senz ~ z, cosz—lw—;, tag z ~ z, e —1n~ z, Log (14 2) ~ z
cuando z — 0. A tal efecto resulta de utilidad el Ejercicio 9.

Solucion. Se tiene que:

e ZZk—4
senz = z + 2° (Z(—l)k_1—> =2+ 2°g(2),
2 26— 1)

13



donde g es continua en z = 0. De ahi esta claro que:

lim nE 1.
z—0 z
Anéalogamente:
2 o0 2%k—4 2
z z z
1= 4 -1 k - _Z 4h
oS 2 5 T2 32( ) 57 5 T2 (2),

donde de nuevo h es continua en z = 0 y por tanto:

, cosz—1

lim ——— = 1.

z—0 —Z

2
Finalmente:

, tag z , 1 senz
lim = lim =1.
z—0 Zz z—0C08z Z

En los dos casos restantes se procede de idéntica manera. En particular, si

, ef—1
lim
z—0 z

=1

’

y llamamos w = e* — 1, z = Log (w + 1) y concluimos:

i w
it

m-—————7—-=1.
w—0 Log (w + 1)

14



Soluciones a los ejercicios del Capitulo IV

1. ;En qué puntos es derivable la funcion f(z) = |z|*?
Solucion. Siendo f = 22 + 4% y v = 0 la funcion solo es derivable en z = 0.
O
2. Estudiar la validez de las ecuaciones de Cauchy-Riemann en z = 0 para la funcién
f(2) = +/|zyl|. ;Es derivable en el origen?, jes derivable en algin otro punto?

Solucion. Siendo v = 0 la funcién f es diferenciable desde el punto de vista real en
xy # 0 pero no lo es alli como funciéon compleja.

Por otra parte u, no existe en los puntos (0,y), y # 0, u, tampoco existe en los puntos
(x,0), x # 0.

Finalmente u, = u, = 0 en (0, 0) ~luego se cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann
en el origen— sin embargo, para A = 0:

F(2) = F(0) = Az = /g = r %| sen 20].

Como no es cierto que 7! f(z) — f(0) — Az] — 0 cuando r — 0 la funcién no es
diferenciable desde el punto de vista real.

Conclusion: f no es derivable en punto alguno.

3. Estudiar la diferenciabilidad de la funcion f(z) = 2% + iy
Solucion. La funcion es derivable en {z = y}.

Notese que esta funcién no es derivable en ningin abierto del plano complejo C por
tanto carece de todo interés.

U
4. Calctulense las derivadas de las siguientes funciones:
a) tag z, b) cotang z, c) secz, d) cosec z, e) arctag z,

f) arcsen z, g) arccosen z, h) arcsec z, i) arccosec z,

en donde para las funciones circulares inversas “arc” se toman las ramas principales
(ver los Ejercicios del Capitulo III).

Solucion. Las derivadas de las funciones tag z, cotang z, sec z y cosec z coinciden con
las de las correspondientes funciones reales, con la variable independiente tomando
valores en C.

Se ha probado en el presente capitulo que todas las ramas de inversa g de la tangente
(“ramas de la arcotangente”) tienen derivada:




En el caso de las funciones arcoseno g(z) (z € §2) se ha de cumplir que:

1
i

g(z) ==+

En el caso de la funcién Arcsen z se tiene:

1
V1= 22

como se comprueba usando la identidad (Capitulo III):

Arcsen 'z =

Arcsen z = —i Log {iz + V1 — 22}.
Usando los ejercicios del Cap. III se tiene que:

T
Arccos z = 5 Arcsen z,

de donde .
Arccos 'z = ———.
V1—22
Asimismo:
1 1
Arcsec z = Arccos | — |, Arcosecp z = Arcsen | — |,
z z
luego:
/ 1 , 1
Arcsec’ z = ————— Arcosecp’ z =

223/1— 272

b
2241 — 272

. Compruébense las siguientes relaciones:

a) Argch z = Log (2 + V22 — 1), b) Argsh z = Log (2 + V22 + 1),

1 z+1
Argth 2 = - L
¢) Argth 2 = 5 Log ——,
donde se ha usado la rama principal de la raiz cuadrada. Calctlense las derivadas de
dichas funciones.

Solucion. Este ejercicio nos sirve para introducir las ramas principales de las inversas
de las funciones hiperbolicas.

Comenzamos con Argsh z. Se tiene:

senh 2z = —iseniz.

Ast:
w=senhz & w=—iseniz < z= —iArcsen iw.



Por tanto:

z=— Log (—w+ V1+w?) = Log (w+ vV1+ w?),

1
donde se ha usado que Log — = — Log z. Asi,
z

Argsh z = Log (z + V1 + 22),

y su dominio de holomorfia es Q\ {£ti : ¢ > 1}. Por tanto:

, 1
Argsh 'z = \/ﬁ
Para Argth z se razona igual:
tanhz =w & w= —itagiz << z= —iArctag iw,
por tanto: X X X X
z= 5 Log (1;—5) =3 Log (J—Z) .
De aqui:

2 1—=2

y su dominio de holomorfia es C \ {z < —1,z > 1}. Usando la formula precedente o
razonando como en el caso de la arcotangente se concluye que:

1 1
Argth z = - Log < +Z>,

Argth 'z =

1— 22

Nos ocupamos finalmente del coseno hiperbolico. Conviene aqui proceder como en el
caso real. A saber:

w=coshz <ez—2we+1=0< € =w+Vuw?—1.

La eleccion de la funcion “argumento principal del cosh” consiste en tomar el signo “+”,
como en el caso de la correspondiente funcion real. Asi:

g(z) = Log (z4+ V22 —1),

es la extension compleja de la funcién Argeh z, x € R. La funcion /22 — 1 es holomorfa
en C\{Rz = 0}U[—1, 1] que no es conexo. Como coshz € (1,00) para x > 0, tomamos
como dominio de g el conjunto:

Q= {R=>0}\[0,1].

La funcion g es holomorfa en Q porque R(z++v22 — 1) > 0 en Q2. Ademas, esto implica
que:
T
o(@) € {I32] < 7).

3



Como (g,(2) es una rama de inversa de cosh z es entonces inyectiva. Ademas es abierta
porque:

9'(z) #0

en ) y podemos aplicar el teorema de la funcion inversa. Por tanto G = ¢(Q2) es un
dominio. Con esto se alcanzan en principio los objetivos del apartado a) si anadimos
adem’as que:

Argch 'z = .
rgeh 'z e

No obstante se puede dar méas informacion sobre G = ¢(£2). Por un lado que:
g(Q) =G {|32] < g} N {Rz > 0}.

Esto es consecuencia de que

lz+ V22 —1]#1

en €. De hecho tal cantidad siempre es mayor que la unidad. En efecto,
24+ V2 —1P2=1 <2+ |22 -1+2RV22 —12=1,
es decir,
122 — 1 +4(RV22 — 12 + 4122 — 1 RV22 — 12 = (1 — |2[})?,

de donde
2(]2]* — R2?) + 4(RV22 — 12)? + 4]2° — 1|RV22 — 12 =0,

207 + 4RV 22 — 12)* + 4]22 — RV22 — 12 = 0.

Como la expresion original es invariante frente a conjugacién podemos suponer que
y > 0 ya que si y = 0, z es real y entonces |z + /22 — 1| > 1. Como los restantes
términos de la expresion anterior son no negativos, esto es imposible y concluimos que:

lz4+ V22 =1 >1

en ).

Finalmente, cosh z aplica la region
™
B=:{Sz] < 5} N{Rz > 0}
en €2 pues cosh z = cosh z cosy + ¢ senh z sen y. De aqui:

G(Q) = B.



6. Estudiar la derivabilidad de la funcion log(log(log z)).

Solucion. f(z) = log(log(log z)) es composicion de log z con log(log z). Esta es derivable
en C\ {z <1} pues
logz <0,

significa que log|z| < 0 junto con Arg z = 0. La ultima condiciéon dice que z > 0,
la primera z < 1. Luego log(log z) es derivable en los restantes puntos es decir en

C\{z<1}.

Para encontrar los puntos de derivabilidad de f(z) hay que excluir los z tales que:
log(log 2) < 0,
es decir:

log(|log z|) <0 N |logz| <1 N log |2]* + Arg 22 < 1
Arg (logz) =0 logz>0 log|z| >0 & Arg 2 =0

y las condiciones se reducen a z € [1, e]. Por tanto el dominio de derivabilidad de f es
C\ {z < e}. La derivada de f es evidentemente:

1
~ z(log 2)(log(log 2))”

f/
U

7. Para cada una de las funciones siguientes hallese el dominio de holomorfia y su derivada:

e —1 1 g 2
f(Z) = ) f(Z) = cosec \/27 f(Z) = sec \/27 f(Z) - ﬁe )

f(z)zw, f(z) =cosVer — 1.

2241
8. Las mismas cuestiones que en el Ejercicio 7 para las funciones:
f(z) = Va4 —1, f(2) = Arcsen 2%, f(z) = efArctag Wz
fz)=(*+1)°,  f(2)= Log (Logz),  f(z)=(1+¢) Log (1+¢).
9. Para a € C\ {0} se define la rama principal de z* como:
Za — 6a LOg z7
donde Log z designa la rama principal del logaritmo.

a) Pruébese que la definicién dada coincide con 2", ™™ y la rama principal de z'/" para
n € N.

b) Pruébese que 2%2° = 2%t a,b € C.



c¢) Pruébese que 2z es holomorfa en C\ {z < 0} con (2%) = az*"!.

Solucion. Para a) basta observar que: +n Log z = Log 2" + 2km y que % Log z =
Log {/z.

El apartado b) es obvio y para c):

(Z), — gea LOg 2 _ qe” LOg %ol LOg z
A

= a2z L

10. Hallar todas las funciones f(z) holomorfas en C que cumplen:

f'(z) = Af(2),

para un numero complejo dado A € C.

Solucion. Toda soluciéon cumple (e=**f)" = 0 luego

f(2) = eMz,

para cierto zy € C. De hecho, tal funcién es la tnica solucion que satisface la condicion:

O
11. Usar el Ejercicio 10 para dar una nueva demostracion de que:
etz — p*1 %2
Indicacion. Comparense las funciones e’M? y ete?.
Az A

Solucion. La funcion g(z) = e satisface la ecuacion f' = f y cumple f(0) = e’.
Usando el ejercicio anterior tal soluciéon ha de ser:

f(2) = ere?.

12. Hallar todas las funciones enteras f(z) tales que:

f'(2)+ f(z) =0
en C.

Indicacion. Imitar argumentos similares al caso real.

Solucion. Para una solucion f definimos
g(2) = f(0) cos z + f'(0) sen 2.

6



13.

14.

Queremos probar que f = g. A tal efecto h(z) = f(z) — g(2) es solucion de la ecuacion
con h =1 =0en z=0. Como h”? + h? es constante (Capitulo I) se tiene:

h?+h*=0

en C. De ahi:
(W' —ih)(h' +ih) = 0,

y usando el Ejercicio 7?7 del Capitulo III concluimos que uno de los factores es cero en
C. Si por ejemplo el primer factor es nulo:

h = zpe',
con h(0) = 0. Esto dice que zo =0y h =0 en C. Como h = 0 resulta:
f(z) = f(0)cosz + f'(0)sen z

y todas las soluciones de la ecuacion son combinaciones lineales complejas de cos z y
sen z.

O
Se introdujo en el capitulo anterior la serie binomial:

AA=1) A —n+1
gﬂ@=1+A+~4-( )nf ntl) o

Héllense las derivadas de todos los érdenes de gy en z = 0. Recuérdese que ¢, (2)
coincide con (1 + 2)* para valores significativos de .

Solucion. En virtud del desarrollo en serie,
gm0) = XA =1)...(A=n+1).
O

Se considera la rama principal de (1 + 2)* (A € C). Tras determinar el dominio de
holomorfia de dicha funcién calctilense las derivadas sucesivas de (1 + 2)* en dicho
dominio. ;Cuéanto valen éstas derivadas en z = 07 Comparar con el Ejercicio 13.

Solucion. Como:
f(Z) _ (1 + Z))\ _ e/\ Log (1+z)’

el dominio de holomorfia es evidentemente:

C\{z < -1}
Ademas:
fl(z) = A (1+@A:——3L—{1+QA:AO+2V4
(1 + z) ¢ Log (1+2) ’



15.

16.

17.

pues:
1

1+ 2

— e Log (1+42) _ (1 + Z)_l.

Por tanto:
Ff(2) =AA=1)...A=n+ 1)1 +2)*",

MOy =M xA=1)...(A=n+1).

;Existen funciones holomorfas f tales que u = Rf = 2% 4 32?

Solucion. La respuesta es no: u no es armonica.

Hallar las funciones holomorfas f tales que Rf = 22 — 32,

Solucion. Si la funciéon f = u + v entonces:

con lo que:
v(z,y) = 2zy + »(y).
Ademas como vy, = u,:
¢ (y) + 2z = 2z,

y ¢ es constante. Asiv =2zxy+C'y
f=24C.

Se sabe que f es entera con:
f(2) = u(z) +iv(y).

Probar que f es lineal.

Solucion. De las ecuaciones de Cauchy-Riemann se sabe que:

u'(z) = (y),

para todo z,y € R. Por tanto, ha de existir una constante c tal que:

Asi:
u(e)=crta,  v(y) =cy+b

para a,b constantes reales y f = cz + a + bi.



18. Determinar la funcion entera f(z) que satisfaga Rf’(z) = 32% — 4y — 3y, Rf(0) =6y
F(1+14)=0.

Solucion. Se han de encontrar v y v sabiendo que f = u + v es entera, y que:
Uy = 3% — 4y — 3y?
u(0,0) =6
u(l,1) =v(1,1) = 0.

Bien:

u, = 32" =4y —3y° = uw=1"—day -3z’ + o(y).
Asimismo:

v, = 32° — 4y — 3y? = v=32"y - 2" — ¢y’ + ().
Como:

Uy = =y,
entonces:
—4x — 62y + ¢ (y) = —(62y + ¢'(2)),
¢'(y) = v — (),

con lo que

QO/(Z/) =dr — W(x) = (1,
para una cierta constante c¢;. De aqui:
o(y) = ay + o, Y(z) = 20% — 12 + cs,
donde ¢y y 3 son constantes. Luego:

u =1 —dxy — 3xy* + 1y + ¢
v =32y —2y* —y® +22* — 1z + cs.

Como u(0,0) = 6, ¢ = 6. Por otro lado:
1-4—-34+c4+6=0
3—2—1+2—Cl+03:07
dan c; =0, c3 = —2.

O

19. Demostrar que si f : G C C — C es holomorfa en un dominio G y f(z) € R para todo
z € G entonces f es constante.

Solucion. Poniendo f = u+ v resulta v = 0y Vu = 0 en GG. Por tanto u es constante.

t



20.

21.

Sea G un dominio y f : G — C una funciéon holomorfa que toma sus valores en
{|z| = 1}. Demostrar que f es constante.

Solucion. A) Primera solucion. De:

salen:
Uy, + v, = 0, uty + vv, =0,

y como (u,v) # (0,0) existe a = a(z,y) tal que:
(Us, V) = a(uy, vy).
De las ecuaciones de Cauchy-Riemann:
(Uay —tty) = a(uy, Uz).

Concluimos Vu = 0 porque supuesto que Vu # 0 habria de ser @ # 0 pero multipli-
cando la ultima igualdad escalarmente por (u,,u,) sale:

a|Vul? =0,

que no es posible. Por tanto Vu =0, Vv =0y f es constante.

B) Segunda solucion. Tomamos un aplicacion bilineal g que transforma 9D en R con
g(1) = 00. Si Gy = G\ {f7(1)} es consecuencia del principio de prolongacion analitica
(Capitulo V) que G; es un dominio. Como g o f es holomorfa en G con valores reales
entonces f es constante en Gy y como {f~'(1)} es un conjunto discreto en G (principio
de prolongacién analitica) entonces f es constante en G.

U

Se expresan las partes real e imaginaria u(z,y),v(z,y) de una funcién compleja f en
coordenadas polares para tener U(r,6) = u(rcos@,rsen®), V(r,0) = v(rcosf,rsenf).
Admitiendo la existencia de todas las derivadas parciales primeras, determinese la
forma polar de las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Aplicar el resultado para estudiar
la holomorfia de las funciones,

7

a) r" cosnf + ir" sennb, b) /" cos = 4 it/ ™ sen —, c) logr? + 20i,
n n

d) ¢ cos(ab + Blogr) + ir®e ™’ sen(af 4 Blogr) a,feR.
Solucion. La version en coordenadas polares de las ecuaciones de Cauchy-Riemann son:
rU, = Vg, Up = —rV,.

En efecto:
Uy = UTTI + U99x
uy = Uyry + Upl,,.

10



22.

Por tanto:
U,ry + Ugb, = V}T‘y + Vgtgy

Upry + Uy = —(Virg + Viby).

Usamos ahora que:

0 0
ry =cosf r, =send em:_sen Hy:COS ,
r r
para obtener:
0 0
cos U, — s Uy = sen 0V, + 0" Vo
r
0 0
sen OU,. + o8 Ug = —cosOV, + i Va.
r r

Multiplicando la primera ecuaciéon por cos#, la segunda por senf y sumando da:
1
U, = —-Vj.
r
Multiplicando ahora la primera por —senf y la segunda por cos 6 obtenemos:
1
—Uy = V..
,
En el ejemplo de {/z = r'/" cos% + grt/m sen% se tiene:

1 0
rU, = =r'/" cos = =V,

Estudiar el dominio de holomorfia de la funcion:

F(2) = exp {—i Log [z ij)}m}

calculando su derivada. ;Cuédl es la imagen del disco unidad {|z| < 1} mediante f?7

Indicacion. Es un anillo.

Solucion. Para z € C\ {z <0}, Arg (v/z) € (=%,Z) por tanto Log /z es holomorfa

22
en z € C\ {# < 0}. Nuestra funcion f es holomorfa en

1+ 2
C\{z:i — ¢ t <OV
Ve () =t o)
Ahora; . , ) L
AL Ay L= s
—z+1 z—1 —1



23.

24.

Buscamos entonces la imagen del segmento [0,00) U {oo} mediante la aplicacion:

g(w)zwﬂ-

Tenemos que g trasforma iR, (Ro, = RU{oo}) en Ry, mientras g transforma R, en:
a) una circunferencia (g solo se hace infinita en w = 17),

b) ortogonal al eje real R,

¢) que pasa por g(0) = —1y g(oo) = 1.

Por tanto ¢ transforma el eje real en {|z| =1}. Como g(1) =7y ¢([0,00) U {o0}) es
un arco de 0D que empieza en —1, termina en 1 y contiene a i entonces

g([0,00) U{o0}) =D N {3z >0} =: dD™.

En conclusion f es holomorfa en

C\oD*.
En cuanto a la segunda parte
1+2
h(z) =1
(2) = ig—
transforma D en el semiplano {Sz > 0}. De hecho % preserva el eje real y transforma

D en {Rz > 0} que tras ser girado 5 da lugar a {3z > 0}.
La aplicacion /z transforma {3z > 0} en el primer cuadrante {Rz > 0,3z > 0}.

La aplicacion Log z transforma el primer cuadrante {z > 0,3z > 0} en la banda
abierta {0 < 3z < 7} quien multiplicada por —i acaba en la banda {0 <Rz < 7} y al
aplicarle la exponencial resulta el anillo:

{z:1< |z <€}

Precisamente f(0D) = 0D.
U

Sea f una funcion holomorfa en un dominio G C C. En G* = {Z: z € G} se define
f*(z) = f(2)). Probar que f* es también holomorfa.

Solucion. Si f* = u* + iv* entonces:

U’*(xmy) :U(I', _y) U*(xuy) = _U(Ia_y)a
y es inmediato comprobar que se cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann. U

Sea 7 una curva C! a trozos parametrizada por ¢ : [a,b] — C con ¢(a) = zg, d(b) = 2.
Supongamos que f = u + v es holomorfa en un dominio convero G y que v C G.
Pruébese que la integral:

/—uy dz + u, dy,

v

12



25.

solo depende de zy, 21.
Solucion. En realidad, sobra la condiciéon de convexidad porque:

/—uy dr + u, dy = /vr dz + vy, dy = v(z1) — v(20).

Y v

Naturalmente, hemos usado Cauchy-Riemann en la primera identidad. 0
Sean f, : G C C — C diferenciables en G con derivadas continuas ! y tales que f,, — f,
fI' — g uniformemente en G. Pruébese que g = f’.

Solucion. Introducimos primero unas pocas nociones que tratamos “in extenso” en el
proximo capitulo.

Para f : [a,b] — C continua se define la integral:

/abf(t) dt:/abfl(t) dt—i—@'/abe(t) it

donde f; = Rf, fo = Sfo. Es inmediato que para funciones continuas f, g : [a,b] — C
se comprueba inmediatamente que

/ab/\f+ug=/\/abf+u/abg

para constantes complejas A, u € C. Asimismo y consecuencia del teorema fundamental
del calculo que si f € C'([a, b], C) entonces:

/ = ) - f).

Nos ocupamos ahora del ejercicio, donde las funciones f,, f,g, v ¢ son de variable
compleja. Para 2y € Gy h € C pequeno escribimos:

Falzo + 1) — fulzo) — Fi(zo)h = / (fulzo + th)) di— / £ (o) dt

_ h/ (F (20 + th) dt — (=) dt,
0

donde tomando limites cuando n — oo y teniendo en cuenta que las convergencias son
uniformes resulta:

f(zo+h)— f(z0) — g(z0)h = h/o (9(z0 +th) dt — g(20)) dt,

es decir:

f(z0+ h})l — f(20) 9(z0) = /01 (g(z0 + th) dt — g(z)) dt,

pero la altima integral tiende a cero porque g(zo+th) — g(2o) uniformemente en [0, 1]
cuando h — 0. Por tanto f es derivable en z con derivada g(zp).

t

!Esta condicién es innecesaria en virtud del teorema de Goursat. Véase el Capitulo V.

13



26. Sean f, : G € C — C diferenciables en GG con derivadas continuas de forma que
|fa(2)], 1fH(2)] < M, en G con > > M, < oco. Si se define:

1) =3 ful),

pruébese que f es derivable con:

Solucion. Es consecuencia inmediata del ejercicio anterior.

27. Se considera la serie de potencias con centro en el infinito:

oo
Qn

f(z) = o

n=0

y radio de convergencia R > 0 (véase el Capitulo III). Estudiese la derivabilidad de f
en |z| > Ry el comportamiento asintotico de las derivadas cuando z — oc.

o0
E anz "
n=0

converge uniformemente en |z| > r para cada r > R asi como la serie derivada término

Solucion. La serie

a término:
o0
E —na,z "t
n=1
por tanto:
(o) ! o0 (o]
E anz " | = —na,z " = E —(n+ Va2
n=0 n=1 n=0
Asi:

cuando 2z — oo.

Derivando k veces concluimos que

o0 (k) a
—n k 1
(E anz > ~ (=1) k!zk+17
n=0

cuando z — oo. U

14



28.

Sea 0 = 0(x,y) = (=) una funcion real y continua definida en un dominio G C C\ {0}.
Se dice que € es una rama del argumento si:

Si 6 es una rama de arg z en GG jcomo son las otras posibles ramas de arg z en G7

. Puede existir una rama de arg z definida en un entorno “perforado” de cero de la forma

D(0,7)\ {0} ?
Demuéstrese que si 6 es una rama de arg z en G entonces # es armoénica en G.

En las condiciones de ¢), pruébese que " cos nf, r* sennf son armonicas (r = |z|).

. N
Nota. Se conoce a las expresiones » ' _,r"(a, cosnb + b,sennb), a,,b, € R, como
polinomios armoénicos de grado V.

Solucion.

a) Si 01(z) y 2(z) son ramas del argumento en un dominio G resulta:
L) O2(2)i L eq,

luego para cada z € G existe k = k(z) € Z tal que:
O2(z) — 01(2) = 2k(2)m.

Como 61,05 son continuas y k(z) € Z entonces k ha de ser constante. Asi:

02 = 01 + 2km.

b) Si 6(z) en una rama del argumento en D(0,r) \ {0} entonces:
arg z = 0(z) + 2km,

con k € Z constante. De esta igualdad se deduce la continuidad de arg z en D(0,7)\{0}.
Esto no es posible, luego tal rama del argumento definida en D(0,7) \ {0} no puede
existir.

¢) Si 0 es una rama del argumento en un dominio G, se probo en el Capitulo I que 6
es C° y que:

De aqui resulta inmediato que 6,, + 0,, = 0 en G.

d) Si 6 es una rama del argumento en G entonces:
r" cosnf = RNz", r’sennf = 2",

por lo que tales funciones son armonicas en G. 0

15



29.

30.

31.

32.

Sea GG un dominio y ¢g una rama de la raiz n-ésima de z. Hallense todas las otras ramas.
Solucion. Se dice que una funcién continua g en un dominio GG es una rama de la raiz
n-ésima (véase el Capitulo III) si

9(z)" =z
para todo z € GG. Como se dijo en su momento, g es inyectiva y, supuesto que 0 € G,

g(0) = 0 con g(z) # 0 para z # 0 (més abajo comprobamos que 0 no puede estar en
G). Si (g1, G) es otra rama entonces:

91(2)

9(2)

donde las (i son las raices n-ésimas de la unidad. Como G \ {0} es un dominio y ¢1/g
es continua resulta que

€ {1aC1a"'7Cn—1}a

91(2) = ¢g(2),
donde ( es una raiz n-ésima de la unidad fijada. O
Pruébese que no puede existir una rama de la raiz n-ésima de z definida en un entorno
de cero {z : |z| <r}.

Solucion. Si g es una tal rama y esta definida en D(0,7) habria de ser:

Vz=¢g(2)

para una constante ¢ (Ejercicio previo). Eso no es posible porque el primer miembro
no es continuo en D(0, 7).

En conclusion, si (g, G) es una rama de la raiz n-ésima segtin nuestra definicion entonces
0 no puede pertenecer a G.

g

Se sabe que g es continua en un dominio G C C, 0 ¢ G (cf. Ejercicios 28, 30) y que
cumple:

9(2)" =z,
es decir que g es una rama de la raiz n-ésima. Pruébese que g es derivable determinando
una expresion de su derivada en términos de g.

Solucion. Solucion:

;o 1
I gl
O
Demostrar que no existe una rama del logaritmo definida en G = C \ {0}.
Solucion. Si tal rama g existe habria de ser, por ejemplo,
Log z = g(z) + 2kmi,
que implica la continuidad de Log z en D(0,7) \ {0}. Esto no es cierto. O

16



33.

34.

Pruébese que log |z| es armoénica en C\ {0}. ; Admite alli una funcion armonica conju-
gada?

Indicacion. Véase el Ejercicio 32

Solucion. Si una armoénica conjugada v de logr existiese en C\ {0} habria de ser
Arg z = v(2)

en C\ {0}. Como esto implica la continuidad de Arg z en C\ {0} la existencia de una
tal v resulta imposible.

g

Sean G, {2 dominios de C, f,h : G — C, g : Q — C, h,g holomorfas, h inyectiva, f
continua, de forma que:

Mz)=g(f(2)) z2€G,
junto con ¢'(w) # 0 en Q.

a) Probar que f es inyectiva.

b) Probar que f es holomorfa en G dando una expresion de su derivada.

Solucion. Si f(z1) = f(#2) entonces h(z1) = h(z2) y 21 = 22, luego f es inyectiva. Esto
responde la cuestion a).

b) Ha de ser —si todo marcha bien—

YR 1 ¢)
ARTEE)
Inspirados en esto ponemos:
f(z) = f(z0) _ h(z) = h(z0) f(2) = f20) _ R(z) = P(20) 1
Z— 2 z—2z9  h(z)— h(z) z—z0  9(f(2) —9(f(20))

f(z) = f(20)
Si z — 2y (2 # zp) resulta que f(z) — f(z0) por tanto el limite del primer miembro

cuando z — zg es: F2) = Flz0) W)
, 2)— J{ko) _ 20
)]

17



Soluciones a los ejercicios del Capitulo V, primera parte

e [ntegracion compleja

1. Para zp,...,2, € C, denotamos [z;_1, 2| el segmento de z;_1 a zx, por [2g,..., 2, la
poligonal constituida por tales segmentos. Sean v, = [1,1], 75 = [1, 1 + 4, 7]. Calctilense:

/ 2dz, j=1,2.
.

J
Solucion. El resultado es el mismo en los casos:
1
—=(1412).
S(1+9)
3

Se razona usando por ejemplo £ como primitiva o integrando directamente:

1
/ 2 dz= (2 — zo)/ (20 + (21 — 20)t)? dt =
[20,21] 0

3_.3
1 27 — 2

(21 — 20) <zg +z0(z1 — 20) + = (2 — z0)2) - .

3 3

La segunda opcion se incluye a titulo ilustrativo y naturalmente se desaconseja.

2. Definase v(s) = exp(ins), s € 0,27, n € Z. Calcular:

1
/—dz.
v 2

Solucion. 2nmi. O

1
/—dz,
v 2

siendo ahora vy =1 —4,1+i,—14+4,—1—1,1—1i].

1 1 1
/—dz:/—dz—i-/—dz,
v % m ~ v2 %

donde vy = [1—i,1+41i,—1+1i], v = [-1+1i,—1—14,1—1i] usando en la primera integral
Log z como primitiva y log z como primitiva en la segunda resulta:

3. Calcular:

Solucion. Escribimos:

/é dz = [Arg (=1 +1) — Arg (1— i)]i + [arg(1 — i) — arg(—1 +i))i = 2.



. Calcular: )
/— dz,
y 2
donde a) yes {|z| =1,32>0}de +1a —1,b) yes {|z]| =1,32 <0} de +1 a —1.
Solucion. Se trata de usar adecuadamente la funcion logaritmo.

a) mi. b) —mi.

O
. Se define (s) = rexp(is), s € [0, 7],
eiz
Ir)y= | — d=.
y 2
Calcular lim, o4 I(7).
Solucion. Escribimos
e 1
](r):/e dz+/—dz=]1(7“)+7ri.
4 2 v 2
Se tiene: A
e” —1
|I;| < sup] |mr — 0,
v
cuando r — 0 porque lim,_, % = 1. Luego el limite pedido es 7. O
. Para v(s) =1 +¢%, s € [0, 2n], hallar f,y(ZQ — 1)t dz.
Solucion. Usando fracciones simples
1 d 1 d
/(z2—1)—1 ge— L[ Ao L Ao g
. 2).¢-1 2) ¢+1
O

. Sea 7 una curva cerrada C' a trozos en un abierto G'y supéngase que a ¢ G. Pruébese
que para n > 2, fv(z —a) ™" dz = 0.
(z —a)~(=1)

n—1
itiva del integrando. U

Solucion. Es consecuencia de que — es holomorfa en G y define una prim-

. Sean f, g funciones holomorfas en un abierto G C C con derivadas f’, ¢’ continuas en
G. Si 7y es una curva C! a trozos de extremos a, b, pruébese que:

[ 16 4z = 10906) - f(@ygta) - [ 19
Solucion. Se tiene que:

(9@ d= = 1®)0) - f(@)g(a),

5



10.

11.

de donde se sigue la igualdad buscada.
O

El teorema de Cauchy en un disco D(a, R) establece que si f es holomorfa con derivada
continua en D(a,r)y v C D(a,r) es una curva cerrada y C' a trozos entonces:

Lf:O.

Extender el teorema de discos a "semiplanos".

Solucion. Sea H un semiplano con frontera OH (una recta) y elegimos una aplicacion
bilineal g : C — C tal que g(D) = H y g(0D) = 0H. Si v es una curva cerrada en H,
4 = g () es una curva cerrada en D mientras la funcion

es derivable con derivada continua en D. Panto:

/ h(z) dz = 0.

Se tiene que:

luego

b b
/ f() dz = / ()7 (8) dt = / Fla((0)g () (8) di = / h(z) dz = 0.

O
Calculense las siguientes integrales (0 < s < 27 en todos los casos):
et dz sen z log z
a) [ — dz, b) . C) o dz, d) — dz,
v 2 yZ—a 4 2 v 2
. : 1 .
donde y =€ ena), c),y=a+re enb), y=1+ 56“ en d).
Solucion. Se aplica en todos los casos la formula de Cauchy.
a) —2m. b) 2mi. ¢) 0. d) 0.
O

Calcular las integrales:

a)/%dz, b)/;ndz, c)/ 21 dz,
. 7(2 1) L 22+ 1




12.

13.

1/m
d)/senz dz. e)/z—m dz,
v 2 L (2—1)

. . 1 .
en donde 0 < s < 27 en todos los casos, v = e* ena), b),d),y =2e*enc),y = 1—{—5628
en e).

Solucion. Como en el ejercicio anterior se trata de usar la formula de Cauchy.

a) 4mi conf,=0sin=2+1,0,=1sin=2.b)2misin=1,0sin>2. c)

en
(n—1)!
2m. d) 0.
e)
m—2)m—1]...[km —1]...[2m — 1][m — 1]
[(m—1)m]...[km]...[2m|m '

2mi(—1)""1 (

En el caso ¢) conviene escribir:

O
Calcular:
/ 22 +1 y
—— dz
L 2(2244)
v =re", 0 < s < 2m, para todos los valores posibles de r € (0,2) U (2, 00).
Solucion. Para r # 2 positivo Escribimos:
241 1 /1 3 1 3 1
/%dz:—/—dz——/ _dz——/ - dz
, 2(2% 4 4) 4 ),z 8 ), z—2i 8, z+2i
Para r < 2 las dos ultimas integrales valen cero y la primera %
Para r > 2:
/ 2241 w3 ,
— T dr = — =T
, 2(2% 4 4) 2 2
O

() Usar la serie geométrica para probar que:

= 271,

para z € D(a,r), donde v(s) = a + re*, s € [0, 27].
Solucion. Para z € D(a,r) la serie:

o0

1 z—a\"
> ()




14.

15.

converge uniformemente a

en 7. Por tanto:

a¢ = d¢ n .
la_;[ym(z_a) = C_@—Zm.

Desarrollos en serie de potencias

Hallar el desarrollo en serie de potencias de Log z en z = 17, jcual es su radio de
convergencia?

Solucion. Se tiene que:

1 —i = .
LOg/ZZ;:m:—ZZ +1(Z—Z> >
n=0

por tanto:
0 ,L'n—i—l ) 0 in
L =— — )" = —(z =)™
og z ;n+1(2 i) ;n(z i)

El radio de convergencia es 1. Notese que es la distancia de ¢ al punto de discontinuidad
z=0.

U

Calcular el desarrollo en serie de potencias de v/z en z = 1 determinando su radio de
convergencia.

Solucion. Usando la parte principal de z/? se comprueba de inmediato que:

Vz =22

Escribiendo f(z) = /z,

El desarrollo es:




16. Sea zp un punto del dominio de holomorfia de f(z) = (1 + 2)*. Hallese el desarrollo en
serie de potencias de f en zy calculando el radio de convergencia.

Solucion. Usando las propiedades de la funcion f(z) = (1 + 2)* se tiene que:
FM(z) =X (A= (n—1))(1+ z) ™,
el desarrollo en serie es:

Z)\...(A—(n—l))(1+zo) - (2 = z0)",

n=0

que tiene radio de convergencia p = |z + 1].

Por tanto
Aoo.A=(n=1))(1+ ZO)A‘"

n!

hE

(1+2)" = (z —20)"

Il
o

n

en G N D(zy, p) donde G es el dominio de holomorfia de f es decir G = C\ {z < —1}.
U

17. Pruébese que:

1 I +1z
U Zbg(1—z‘z>

define, en un dominio G C C por determinar, una rama de la funciéon arcotangente
(véase el Capitulo III). Es decir:

tag (f(2)) = =z, z € Q.

Tras comprobar que 0 € G pruébese que el desarrollo de f(z) en z = 0 es:

9=3 ()

k=0

2k+1

determinando el radio de convergencia de la serie.

Solucion. Hemos probado en el Capitulo III que f es holomorfa en Q@ = C\{ti : &t € [1,00)},
que f(Q) = {z: |Rz| < T} y que tag (f(z)) = z para z € Q.

Cualquiera que sea la rama (g,(2) de la arcotangente se tiene que ¢’ = 5 por lo
que: T2
,Z — n 2n
@) a+ 22 z%
con lo que
o0 2n+1
z) = —-1)"

1) = D"

siendo el radio de convergencia 1. U



18. Hallar el desarrollo en serie de

e® —

z
Definiendo:
f&) = ——
ez —1’
y escribiendo su desarrollo en serie como:
“a
k_k
k=0

determinar el radio de convergencia.

Pruébese ademéas que:

en z = 0 determinando el radio de convergencia.

n n n
o1 ap—1 + n_o Ap_o+ -+ 1 a1 + ag =0,

para n > 2.

Solucion. Con méas propiedad, la funcion entera:

=1
9(z) = Z nt 1)!2"

n=0

Z_

representa a

que 1/g(2) es entera y coincide con f(z) en C\ {0}. Por tanto

f(z) = anz" = Z a—?z",
n=0 n=0

f(2)g(z) = 1,
se tiene en particular que:
“ Qe 1 -
| . - )
P Kln+1—k
para n > 1, es decir:
- 1)!
(nt 1 0.
Kl(n+1-k)

luego

nn+1a_n+1a+n+1a+ +n+1
2 e k= 0 0 1 1

que es lo que se pretendia probar.

en C\ {0} y vale 1 en z = 0. Ademés g(z) # 0 para todo z con lo



1
19. Si f es como en el problema 18 probar que f(z) + 5% es una funcion par. Dedtzcase

de ahi que a; = 0 para k = 2+ 1. Los By, = (—1)"'ag,, n > 1 se llaman los ntimeros
de Bernoulli. Calcular By, By, Bg.

Solucion. Se tiene que:

f(=2)= —— =24+ —— = f(2).

Por tanto

1 1 a2 o
f(z)+§—ao+(a1+§)z+§z ‘l'"',

solo puede tener potencias pares.

De aqui:
1

ay = —=,

2

a,=0 n=2+1, n>3.

En particular:

a4 (T a2 )z + o -0
Qo na 9 a2 o A2k 2(n—1) az(n-1) = Y,

2n 2n 2n
1 — (=1 k-1 (=1 n—2 ) =
n+ <2 >32 +---(-1) (%) Bag + -+ (=1) (2<n - 1)> By(n-1) =0,

Los coeficientes By, By, Bg se calculan como sigue:

4
1—2+(2)32:O

s g (o
s (o (o (s

Por tanto:
632 - 1
15B2 - 15B4 - 2
28By — 70B, 4+ 28 B¢ = 3.
Luego:
1 1 1
By = = By = — By = —
2 1730 67 42

o Estimaciones de Cauchy. Principio del modulo mdzimo.
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20.

21.

Sea f una funcion entera que satisface la estimacion:
[f(2)] < MIz[",

para todo z con |z| > Ry cierto n € N. Pruébese que f ha de ser un polinomio de
grado no superior a n.

Indicacion. Estimense las derivadas de f en z = 0.

Solucion. Las estimaciones de Cauchy afirman que

'K
F(0)] < sup [f0] < =
D(O,R) R™
con K = supp g |f|- Ahora:
K < MR"™
Por tanto ‘W
F(0)] < sup [f] < T
D(0,R) Rm=n
por lo que
‘M
(m) < i m: _
[f0)] < lim 2= =0,

para m > n + 1. Esto implica que:
f(z) =ap+ -+ a,2".
O

El “principio del modulo mdzimo” es un resultado clasico en variable compleja que
establece lo siguiente: una funcion compleja f : G C C — C derivable con derivada
continua en un dominio G tal que |f(a)| = supq | f(2)| para un punto a € G es nece-
sariamente constante en G. En otras palabras |f(z)| nunca alcanza el méximo en un
punto interior del dominio GG salvo que sea constante.

Demuéstrese la siguiente consecuencia del principio del médulo maximo: una funciéon f
derivable con derivada continua en un dominio GG para la que existe a € G cumpliendo:

[f(2)] = [f(a)] >0,

debe mantenerse constante en G.

Solucion. Si se tiene que |f(a)| = infs | f(2)] > 0 entonces:

1 1
= sup ,
fla)l  a [f(2)]

. 1 o - . 1
mientras es holomorfa en G. Del principio del méaximo tiene que ser cons-
. f(z) f(z)

ante.



22.

23.

Usar 21 para dar una demostracion alternativa del teorema fundamental del algebra.

Indicacion. Repasar los pasos auxiliares de la prueba en el Capitulo II. En particular,
que si p(z) es un polinomio entonces |p(z)| alcanza el minimo en C.

Solucion. Si p(z) no es constante entonces lim, ., [p(z)] = oo y |p(z)| alcanza en un
disco D(0, R) su infimo en C. Del ejercicio anterior si

nf = D
ot Ip(z)| = Ip(a)] @€ D(0,R),

entonces |p(a)| = 0 y hemos terminado.
U

Sea u : C — R una funcién armonica, u(z) > 0 en C. Demostrar que u es constante.
Indicacion. Constriyase en primer lugar una funcion entera.

Solucion. Segun los resultados del Capitulo IV v admite una funcién armoénica conju-
gada v en C y entonces f = u + v es entera. Se tiene ademés que:

£(C) c Rz > 0}.

Tomamos una aplicacion bilineal g que transforma {fz > 0} en {|z| < 1}. Tal g es
holomorfa en C\ {29} con Rzy < 0. Por tanto go f es entera y acotada. Por el teorema
de Liouville es constante y f también es constante.

g
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