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1.Puntos críticos no degenerados. Se con-
sidera la ecuación autónoma:x′1 = f1(x1, x2)

x′2 = f2(x1, x2)
(1)

donde:

f : G ⊂ R2 −→ R2

(x1, x2) 7−→ (f1(x1, x2), f2(x1, x2))

es de clase C1.

El punto pc = (xc, yc) es un punto crítico:f1(xc, yc) = 0

f2(xc, yc) = 0.

Definición 1. Un punto crítico pc = (xc, yc) de
(1) se dice no degenerado si

det f ′(pc) =
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Ejemplo 1. Todos los puntos críticos de la
ecuación: x′ = y

y′ = − senx

son no degenerados.

Teorema 1. Un punto crítico pc = (xc, yc) no
degenerado de:x′1 = f1(x1, x2)

x′2 = f2(x1, x2)

es un punto crítico aislado para dicha ecuación.
Es decir, existe un entorno U de pc donde no
hay otros puntos críticos para dicha ecuación.



2. Transformando la ecuación cerca de un
punto crítico. Para estudiar:

x′ = f(x) (2)

cerca de un punto crítico pc ∈ R2, se hace el
cambio

y = x− pc,

así:

x ∼ pc ⇔ y ∼ 0.

Para transformar la ecuación se usa el desarro-
llo de Taylor:

f(y + pc) = f ′(pc)y + g(y),

donde:

ĺım
|y|→0

g(y)

|y|
= 0 ⇔ g(y) = o(|y|),

cuando |y| → 0+.



La ecuación:

x′ = f(x)

se escribe:

y′ = Ay + g(y), A = f ′(pc) (3)

Haciendo

y = P−1z,

el estudio de (3) cerca de y = 0 se corresponde
con el de

z′ = Jz + h(z), h(z) = o(|z|) (4)

donde

J = PAP−1

es la forma canónica de Jordan de A.

• Estudiar las órbitas de (2) cerca de x = pc
equivale a estudiar las órbitas de (4) cerca de
z = 0 (¡que es un punto crítico de la ecuación
(4)!).



Resumiendo:

x′ = f(x) x = y + pc ⇔

y′ = Ay + g(y) y = P−1z ⇔

z′ = Jz + h(z) J = PAP−1

y donde

A = f ′(pc) =
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• En los siguientes teoremas se establece que
el comportamiento de las órbitas de la última
ecuación coincide cerca de cero con las de

z′ = Jz.



3. Soluciones en coordenadas polares. Las
coordenadas polares (ρ, θ) de (x, y) se definen
como: x = ρ cos θ

y = ρ sen θ
ρ2 = x2 + y2.

Las soluciones (x(t), y(t)) de (2) se pueden es-
cribir en coordenadas polares.
Lema 1. Sea φ : (a, b) → R2, φ(t) = (x(t), y(t))

una aplicación de clase Ck que no se anula
para ningún valor de t. Sean t0 ∈ (a, b), θ0 ∈ R
arbitrarios y tales que:x0 = ρ0 cos θ0

y0 = ρ0 sen θ0
ρ20 = x20 + y20.

Existe entonces una única funcion θ : (a, b) → R
de clase Ck tal que θ(t0) = θ0 y:x(t) = ρ(t) cos θ(t)

y(t) = ρ(t) sen θ(t)
ρ(t)2 = x(t)2+y(t)2,

para todo t ∈ (a, b).



Las versiones cartesiana y en coordenadas po-
lares de la ecuación son:x′ = f(x, y)

y′ = g(x, y)

ρ′ = R(ρ, θ)

θ′ = Θ(ρ, θ).

Dada la ecuación cartesiana, la ecuación en
polares se calcula de la forma siguiente:ρ′ = (cos θ)f + (sen θ)g

θ′ = ρ−1(−(sen θ)f + (cos θ)g),

(
R
Θ

)
=

(
cos θ sen θ

−sen θ/ρ cos θ/ρ
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)
Recíprocamente, de la ecuación en polares pa-
samos a la cartesiana:x′ = ρ−1Rx−Θy

y′ = ρ−1Ry +Θx,

(
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.



Ejemplo 2. La versión en polares de la ecua-
ción cartesiana:x′ = y − x(x2 + y2)

y′ = −x− y(x2 + y2),

es ρ′ = −ρ3

θ′ = −1.

La versión cartesiana de la ecuación en polares:ρ′ = 0

θ′ = −1

es: x′ = y

y′ = −x.



4. Autovalores complejos: focos en el caso
no lineal.
Teorema 2. Sea pc un punto crítico no dege-
nerado de la ecuación:x′1 = f1(x1, x2)

x′2 = f2(x1, x2)

tal que la matriz A = f ′(pc) admite dos auto-
valores complejos conjugados λ = α±βi, β > 0.

1. Si α < 0, ∃ U entorno de pc t. q. ∀p0 ∈ U , la
semiórbita positiva γ+(p0) tiende a pc cuando
t → +∞ rotando infinitas veces alrededor del
punto pc.

2. Si α > 0, ∃ U entorno de pc t. q. ∀p0 ∈ U , la
semiórbita negativa γ−(p0) tiende a pc cuando
t → −∞ rotando infinitas veces alrededor del
punto pc.

Si α > 0 se dice que pc es un foco inestable
(no lineal), foco estable si α < 0.
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Foco inestable (izquierda) y foco estable (de-
recha) de la ecuación x′ = f(x).
Ejemplo 3. Los puntos (2kπ,0) son focos de
la ecuación x′ = y

y′ = − senx− cy

si 0 < |c| < 2. Son estables si c > 0 e inestables
si c < 0.



Demostración del Teorema 2 . Probamos el ca-
so 1): α < 0.

Basta estudiar las órbitas γ′ próximas a (0,0)
de la ecuación:

z′ = Jz + h(z),

donde ĺım|z|→0
h(z)
|z| = 0 y

J =

(
α β
−β α

)
.

Dado

0 < ε < ḿın{−α, β}

existe δ tal que:

|h(z)| < ε|z| = ερ si |z| = ρ < δ.

Tomamos z0 tal que |z0| < δ y hallamos la
solución z(t) dez′ = Jz + h(z)

z(0) = z0.



La semióbita γ′+ por z0 es:

γ′+ = {z(t) : t ∈ [0, ω)},

[0, ω) el dominio de existencia maximal de z(t).

Cambiando a polares se obtiene:
ρ′ = αρ+ h1 cos θ + h2 sen θ

θ′ = −β −
h1
ρ

sen θ +
h2
ρ

cos θ

Afirmamos que si:

|z0| = ρ0 < δ ⇒ |z(t)| = ρ(t) < δ

∀t ∈ [0, ω).

En efecto, llamamos:

t∗ = sup{s > 0 : |z(t)| < δ si t < s}.

Si t∗ < ω se tiene:

|z(t∗)| = ρ(t∗) = δ.



Como |z(t)| = ρ(t) < δ para t < t∗:

|h1 cos θ + h2 sen θ| ≤ |h(z)| < ερ(t),

luego

ρ′(t) < (α+ ε)ρ(t) < 0 ∀t ≤ t∗.

Así ρ(t∗) < δ que contradice la conclusión an-
terior.

Por otro lado:

ρ(t) < δ ∀t < ω ⇒ ω = ∞.

Además:

ρ′(t) < (α+ ε)ρ(t) ⇒ ρ(t) < ρ0e
αt → 0

cuando t → ∞.

Esto prueba que las soluciones con |z0| < δ

cumplen z(t) → 0 cuando t → ∞.



Para demostrar el comportamiento espiral no-
tamos que si |z0| < δ entonces, al ser ρ(t) < δ:

−β − ε <

∣∣∣∣∣−β −
h1
ρ

sen θ +
h2
ρ

cos θ

∣∣∣∣∣ < β + ε,

para 0 ≤ t < ∞. De la ecuación para θ resulta:

θ0 − (β + ε)t < θ(t) < θ0 + (−β + ε)t

⇒ θ(t) → −∞ t → ∞.

Hemos probado que z(t) da infinitas vueltas al-
rededor de (0,0) y en sentido negativo cuando
t → ∞.

• Si P es la matriz de paso tal que A = P−1JP ,
las órbitas de la ecuación original también ro-
tan en sentido negativo si detP−1 > 0 mientras
giran en sentido contrario si detP−1 < 0.



• Advertencia: El caso α = 0 es de compor-
tamiento dudoso con respecto al caso lineal.
Obsérvese el siguiente ejemplo.
Ejemplo 4. Para el punto crítico (0,0) de las
ecuaciones:x′ = y ± x(x2 + y2)

y′ = −x± y(x2 + y2),

α = 0 y β = 1. El punto (0,0) se comporta
como un foco estable cuando el signo es “+”
y como un foco estable cuando el signo es “−”.



5. Autovalores reales distintos: sillas y no-
dos. Suponemos en esta sección que las fun-
ciones f1 y f2 en la ecuación:x′1 = f1(x1, x2)

x′2 = f2(x1, x2),

son de clase C2.

Asimismo que la matriz jacobiana A = f ′(pc)
posee autovalores reales distintos λ1, λ2.

Se designan por V1 y V2 a los autoespacios
asociados a los autovalores λ1 y λ2.



Teorema 3 (Propiedad del punto de silla). Su-
pongamos que:

λ1 < 0 < λ2.

Entonces, ∃ U entorno de pc, dos semiórbitas
positivas: γ+1 , γ+2 , y dos semiórbitas negativas
Γ−
1 , Γ−

2 contenidas U tales que:

1) Todas las semiórbitas positivas γ+ que estén
contenidas en U satisfacen

γ+ ⊂ γ+1 ∪ γ+2 ∪ {pc}
y convergen a pc cuando t → +∞, aproximán-
dose a pc de forma tangente a la recta pc+V1.

2) Toda semiórbita negativa γ− en U cumple:

γ− ⊂ Γ−
1 ∪ Γ−

2 ∪ {pc}
y se aproxima a pc cuando t → −∞ de forma
tangente a la recta pc + V2.

3) γ+1 y γ+2 se aproximan a pc cuando t∞ si-
guiendo sentidos opuestos. Otro tanto sucede
con Γ−

1 y Γ−
2 cuando t → −∞.



Teorema 4 (Nodos). Supongamos que:

λ2 < λ1 < 0.

Entonces ∃ U , entorno de pc tal que ∀x0 ∈ U

la semiórbita positiva

γ+(x0) ⊂ U

y converge a pc cuando t → +∞.

Más aún, exceptuando dos semiórbitas positi-
vas:

Γ+
1 ,Γ+

2 ⊂ U,

llamadas “separatrices”, que convergen a pc de
forma tangente a pc + V2 (en sentidos opues-
tos) cuando t → +∞, todas las restantes se-
miórbitas γ+(x0) ⊂ U se acercan a pc de forma
tangente a pc + V1.

• Si λ2 > λ1 > 0 la situación es análoga cam-
biando t por −t.
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Un punto de silla (izquierda) y un nodo estable
(derecha) en el caso no lineal x′ = f(x). Las
órbitas se representan en un entorno adecuado
U del punto pc.



5. Autovalores reales iguales: nodos impro-
pios.
Teorema 5. Supongamos que λ1 es un auto-
valor doble y negativo de A = f ′(pc) represen-
tando por V1 el correspondiente autoespacio.

a) Si dim V1 = 2 entonces existe un entorno
U de pc donde todas las semiórbitas positivas
convergen a pc cuando t → +∞. Además, por
cada semirrecta con extremo en pc existe una
semiórbita γ+ que se aproxima a pc de forma
tangente a dicha semirrecta, cuando t → +∞.

b) Si dim V1 = 1 entonces existe un entorno U

de pc donde todas las semiórbitas γ+ conver-
gen a pc cuando t → +∞ acercándose a dicho
punto de manera tangente a la recta pc + V1.

• Si λ1 > 0 en el teorema, el comportamiento
se deduce del teorema al cambiar t por −t.
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Las dos configuraciones de la versión no lineal
del nodo impropio estable. Las órbitas se re-
presentan en un entorno U del punto pc.


