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1. La ecuación del calor. La ecuación del

calor:

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
,

u = u(x, t) = temperatura en x, en el instante t.

D = coe�ciente de difusión térmica.

Tras cambio de escala:

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
.

Abreviadamente:

ut = uxx.

⋆ Difusión del calor.

⋆ Proceso irreversible ⇒ t > 0.



2. Solución fundamental.

La función:

u(x, t) =
1√
4πt

e−
x2
4t ,

es la solución fundamental de la ecuación del

calor en t > 0.

⋆ Dispersión de una �detonación� en x = 0:

1√
4πt

e−
x2
4t →

0 x ̸= 0

∞ t = 0,

cuando t → 0+.

⋆ Esto expresa el carácter altamente irrever-

sible de la ecuación.
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Per�les de la solución fundamental:

u(x, t) =
1√
4πt

e−
x2
4t ,

para:

t = 0,001, t = 0,01, & t = 0,1

⋆ Velocidad de propagación ∞ de las pertur-

baciones.
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Per�les de la solución fundamental:

u(x, t) =
1√
4πt

e−
x2
4t ,

t = 0,0001.



3. Propiedades de simetría.

Proposición 1. Supóngase que u(x, t) resuel-

ve:

ut = uxx,

en x ∈ R, t > 0. Entonces,

A) �Traslaciones & re�exiones�:

v(x, t) = u(±x− y, t− τ), ∀y ∈ R, τ ∈ R

solución en x ∈ R, t > τ .

B) �Cambio de escala�:

uλ(x, t) = u(
√
λx, λt) ∀λ > 0,

solución de la ecuación del calor.

Ejemplo. La función:

v(x, t) =
1√

4π(t− τ)
e
−(x−y)2

4(t−τ) ,

también es solución en t > τ .



4. Soluciones �autosemejantes�.

Son aquellas que permanecen invariantes fren-

te a cambios de escala:

u(x, t) = u(
√
λx, λt) ∀λ > 0,

∀x ∈ R, t > 0.

Ejemplo. Las funciones:

u(x, t) = ϕ

(
x√
t

)
ζ =

x√
t
,

son autosemejantes.

Cuestión. ¾Quiénes son las soluciones autose-

mejantes de la ecuación del calor?



5. Problema de valor inicial. Se trata de:ut = uxx x ∈ R, t>0

u(x,0) = f(x).

Se busca:

u(x, t) ∈ C2[R× (0,∞)],

tal que:

ĺım
(y,t)→(x,0)

u(y, t) = f(x) ∀x ∈ R.

De�nición 1. Una solución clásica es aquella

que cumple:

u(x, t) ∈ C2[R× (0,∞)] ∩ C[R× [0,∞)] .

Ha de ser f ∈ C(R).

⋆ En muchos casos interesan datos f discon-

tinuos. La función de Heaviside:

θ(x) =

1 x ≥ 0

0 x < 0.



6. Fórmula de Poisson.

Teorema 1. Sea f(x) una función acotada que

es absolutamente Riemann�integrable en R, se
de�ne:

u(x, t) =
1√
4πt

∫ ∞

−∞
e−

(x−y)2

4t f(y) dy.

A) u ∈ C∞(R×R+) satisface ut = uxx en t > 0.

B) Si f(x) es continua en x0:

ĺım
(x,t)→(x0,0)

u(x, t) = f(x0).

C) Si además f(x) ∈ C(R), u(x, t) es la única

solución clásica y acotada.

⋆ u(x, t) es la solución de Poisson.

⋆ Se requiere un teorema de diferenciación de

integrales.



7. Diferenciación de integrales. Se considera

K(x, t, y), t > 0 & x, y ∈ R tal que:

A) ∀(x, t), K(x, t, y) absolutamente Riemann

integrable en R respecto de y.

B) K(x, t, y) es C1 respecto de (x, t) salvo qui-

zás para un número �nito de valores de y.

C) ∀P0 = (x0, t0), ∃U entorno de P0:

|K(x, t, y)| ≤ f1(y),

|Kx(x, t, y)| ≤ f2(y), |Kt(x, t, y)| ≤ f3(y),

∀y ∈ R, fi(y) absolutamente Riemann integra-

bles en R.

Se de�ne:

u(x, t) =
∫ ∞

−∞
K(x, t, y) dy.



Teorema 2. La función u(x, t) es de clase C1

y:

∂u

∂x
(x, t) =

∫ ∞

−∞

∂K

∂x
(x, t, y) dy,

∂u

∂t
(x, t) =

∫ ∞

−∞

∂K

∂t
(x, t, y) dy,

⋆ El teorema se extiende a Ck teniéndose:

∂α+βu

∂xα∂tβ
(x, t) =

∫ ∞

−∞

∂α+βK

∂xα∂tβ
(x, t, y) dy.



Estimaciones. Tomamos:

K(x, t, y) =
1√
4πt

e−
(x−y)2

4t ,

Para:

|x− x0| < δ |t− t0| < δ,

se tiene:

|x− y|2

4t
≥

|y|2 − 2|x||y|
4t

≥
|y|2 − 2(|x0|+ δ)|y|

4(t0 + δ)

luego:

K(x, t, y) ≤
1√

π(t0 − δ)
e
−|y|2−2(|x0|+δ)|y|

4(t0+δ) := f1(y).

f1(y) = ae−b|y|2+c|y|

claramente absolutamente Riemann integrable

en R.



Las derivadas.

Kt = Kxx =
t−3/2

4
√
4π

[t−1/2(x− y)2 − 2]e−
(x−y)2

4t ,

Kx = −
t−3/2

2
√
4π

(x− y)e−
(x−y)2

4t ,

Por lo tanto:

|Kt| = |Kxx| ≤ (a1 + |y|2)e−b|y|2+c|y|,

|Kx| ≤ (a2 + |y|)e−b|y|2+c|y|.

Así:

f2(y) = (a2 + |y|)e−b|y|2+c|y|

y

f3(y) = (a1 + |y|2)e−b|y|2+c|y|.



8. Conservación de la energía.

Teorema 3. En las condiciones del teorema

precedente se tiene que:∫ ∞

−∞
u(x, t) dx =

∫ ∞

−∞
f(x) dx,

para todo t > 0.

Teorema 4. Para todo t > 0

ı́nf
R

f ≤ u(x, t) ≤ sup
R

f x ∈ R, t > 0.

En particular:

f ≥ 0 ⇒ u ≥ 0.



9. La función de Heaviside como dato ini-

cial.

El problema:ut = uxx x ∈ R t > 0

u(x,0) = θ(x) x ∈ R.

tiene por solución a:

u(x, t) = ϕ

(
x√
t

)
,

donde:

ϕ(ζ) =
1

2
+

1

2
Erf

(
ζ

2

)
.

donde:

Erf(ζ) =
2
√
π

∫ ζ

0
e−z2 dz.

es la �función error�.


