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Capitulo 1

Introducciéon a la teoria
cualitativa

1.1. Ecuaciones autéonomas

Una ecuacién en la que el “tiempo” ¢ no aparece explicitamente en el segundo
miembro se llama autdnoma. Con més preisiéon:

xll = fl(xla' "7'r‘rb)
= falz,. . 20),
abreviadamente,
¥ = f(z). (1.1)

A lo largo del capitulo se supone que la aplicacion:
f:GCR" - R"

donde G es un abierto de R, es de clase C'.
Se trabajaré principalmente con el caso n = 2 donde

{33'1 = fi(z1,22)

ol — .
zy = fa(@1, 32).
Siguen ejemplos de estas ecuaciones:

Ejemplo 1.1. Sistemas lineales:

' =anr+ azy
Y = axw + axny

con los a;; constantes.
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Ejemplo 1.2. Sistema presa—depredador:

' =z(l—y)
V= Ny(z —1),

donde A > 0 es un pardmetro.

Ejemplo 1.3. Sistema de dos especies en competicién:

x’:x(l—x—g)

g
Y =My(1- = —y),
@
donde A > 0 es un parametro, «, 8 > 0 constantes positivas.

Ejemplo 1.4. Ecuacién del péndulo con friccion.

=y
y = —sinx — \y,

donde A > 0 es un pardmetro.

Ejemplo 1.5. Movimiento de un planeta alrededor del sol:

.. T
xr1 = —/J/E
o h e
ro = 7[1*3
P

donde p = GM, G la constante de gravitacion, M la masa del sol.

Volviendo al caso n—dimensional, que f sea de clase C' implica que para
cada tg € Ry zg € G el problema de Cauchy

{ v = (@) , (1.2)

l(to) =X

admite una tinica solucién maximal (z,I), donde I = (o, w) representa al inter-
valo maximal de existencia de la solucion z(t). Cuando se hace necesario hacer
referencia a las condiciones iniciales, la solucion de (1.2) se representa como

x = x(t, to, o).

Se puede demostrar que el dominio de definicion © de la funcion z(t, to, zg) es
un abierto de R™*2, siendo x(t, tg, 2o) una funcién C! en todas sus variables. Se
denomina a x(t, tg, zo) la solucidn general de la ecuacion.

Teorema 1.1 (1% Propiedad de traslacion de fase). Six = z(t) es una solucion
mazimal de (1.1) definida en (o, w) entonces V1 € R, y(t) = x(t + 7) también
es una solucion mazimal definida en (a« — T,w — 7).
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Cuando el tiempo inicial es tp = 0 la solucion general de (1.2) se escribe
abreviadamente:

x = p(t, ).
Es decir, por definicion (¢, z9) = z(t, 0, zq).

Corolario 1.2. Con la notacién precedente, la solucion general de (1.2) se
representa como:

z(t,to, xo) = o(t — to, x0)-
Ejemplo 1.6. La solucidn de o' = x, x(tg) = z¢ es
z(t) = zoelt 1),
Definicién 1.8. Se llama flujo asociado a (1.1) a la funcion o(t,z9) = x(t, xo)-

Teorema 1.4 (2* Propiedad de traslacion de fase). Sea ¢ el flujo asociado a
la ecuacion ' = f(x). Entonces:

o(t, p(s,20)) = p(t + s,20).
En el caso de la ecuacién lineal
= Az x € R™,
el flujo adopta la forma explicita:
p(t,z) = e,
donde e representa la matriz exponencial.

Observacién 1.7. Una parametrizaciéon C' —un “camino”™ regular es toda apli-
cacion ¢ : I — R™ de clase C! que cumple ¢/(¢) # 0 para todo t € I. Una curva
v de clase C! es el conjunto imagen v = ¢(I) de una parametrizacion C!. Si
x1 = ¢(t1) es un punto de la curva entonces v = ¢’ (1) define un vector tangente
a v en x1. Mas adelante hablaremos de curvas cerradas.

Ejemplo:

@(t) = (cost,sent), I=R, N = 22 +y? =1
Las 6rbitas son las curvas parametrizadas por las soluciones.

Definicién 1.5. Una drbita v de la ecuacion (1.1) es el conjunto v = {x(t) :
t € (a,w),z(t) solucion de (1.1)}, es decir, toda curva parametrizada por una
solucion.

= La orbita de la solucion que pasa por xo en el instante ty es

Y(zo, to) = {z(t,to, x0) : t € (v, w)}



4 CAPITULO 1. TEORIA CUALITATIVA

» La orbita a la derecha de la solucion que pasa por xo en el instante ty es
v (@o,t0) = {x(t,to, z0) : t € [to,w)}

= La correspondiente semidrbita a la izquierda es
v~ (zo,t0) = {x(t,to, z0) : t € (, 0]}

Las ¢rbitas y semiérbitas que pasan por xp no dependen en realidad del
instante inicial tg, por eso ty puede suprimirse en las notaciones.

Teorema 1.6. Por cada punto xo € G solo pasa una orbita vy (respectivamente,
una semidrbita v ) de (1.1). Se designardn por v(xo) (r. v (x0)). Ademds, si
dos soluciones x(t) e y(t) generan la misma drbita entonces existe T € R tal que
yt) =zt + 7).

Observacion 1.8. No se debe confundir la solucién z(t) que pasa por zp en
to (una funcién) con su orbita v (un subconjunto de R™). El teorema sugiere
la posibilidad de reemplazar “las soluciones que toman en algiin momento el
valor xy” por la 6bita v que pasa por xg. Esta estrategia resulta fundamental
para resolver algunos problemas de tratamiento analitico muy complicado. Por
ejemplo, la existencia y estabilidad de soluciones periodicas de (1.1).

Definicién 1.7. El conjunto de todas las érbitas de la ecuacion (1.1) se deno-
mina el espacio de fases.

Observacion 1.9. El objetivo de la teoria cualitativa es el estudio y descripciéon
del espacio de fases de (1.1), con especial énfasis en la influencia que ejerce una
clase singular de drbitas sobre el comportamiento asintético (¢ — £oo) del resto
de las orbitas.

Ejemplos 1.10. Analicense todas las orbitas de las ecuaciones siguientes.
1. 2/ ==z
2.2/ =z(1l—2x)
3.2/ =z(1—2)(2—1x)

4. Las orbitas de la ecuacién C*, 2’ = f(x), € R son meramente intervalos
abiertos de la recta real, salvo las soluciones estacionarias cuyas oérbitas

son puntos.
5. ' = z(1 — z), ¥y’ = —y. Las érbitas que no son puntos criticos o tramos
de segmentos rectillineos en los ejes son
g x—1
Y=Y
To—1 =

En efecto, la solucion de y' = —y, y(0) = yo es y(t) = yoe "

la de 2’ = (1 — x) con z(0) = o cumple:

mientras que

1—=x 1—x
:706_75.

X i)
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Figura 1.1: Campo de direcciones de la ecuacion (1.3).

6. 2’ =y, vy’ = —x. Las 6rbitas son z2 + y? = r?

En las aplicaciones el segundo miembro de la ecuaciéon (1.1) se denomina un
campo vectorial.

Definicién 1.8. Un “campo vectorial” (de clase C') definido en un abierto G
de R™ es una aplicion (de clase C') f: G C R" — R™.

En muchos contextos las érbitas de (1.1) se denominan las “lineas del campo”.
En mecanica de fluidos f(z) representa el campo de velocidades del fluido. Las
orbitas se denominan las “lineas de corriente” (‘stream lines’).

En el caso de ecuaciones en el plano, el segundo miembro (f1, f2) se denomina
el campo de direcciones de la ecuacion. Saber trazar el campo de direcciones
de una ecuacién en el plano tiene interés para describir el comportamiento de
sus soluciones (refrescar el método de las isoclinas).

En la Figura 1.1 se representa el campo de direcciones de la ecuacién:

{x' =28 —4dz —y) (13)

y =y -3z —y).

Se ha trazado sobre una malla en el cuadrado [0, 3,5] x [0, 3,5] en puntos uni-
formemente espaciados a una distancia h; = hy = 0,5 en las direcciones de los
ejes. Se ha empleado el paquete quiver de Matlab con magnificaciéon 2,5.
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1.1.1. Funciones que generan ecuaciones: sistemas gradien-
te, sistemas hamiltonianos

Una funcién ¢ de clase C! en un dominio G del plano genera la ecuaciéon
r = _¢LE
y/ = 7¢y7

Se la conoce como el sistema gradiente asociado a

0¢ 0¢

donde ¢, = — = —.

R . | |

¢. También se dice que ¢ es el potencial de velocidades de la ecuacion. Segin
veremos, las soluciones hacen a ¢ decreciente (las soluciones “gastan” ¢).

Anélogamente, la ecuacién

define un sistema hamiltoniano en el que ¢ es la funcién hamiltoniana. En este
caso “¢” se conserva sobre las soluciones.
Tomemos por ejemplo ¢ = —x2/2 — y?/2, los sistemas gradiente y hamilto-

niano asociados son:
==z = —y
’_ r_
Yy =Y, y =

El comando gradient de Matalab permite trazar el campo gradiente. Los co-
mandos surf, contour permiten trazar la superficie y sus curvas de nivel. Usan-
dolos vamos a introducir un ejemplo méas vistoso. Se trata de la funcién:

(b _ xe—:1:2/2—y2/2.

La superficie z = ¢(z,y) se representa en la Figura 1.2 sobre una malla del
intervalo (—2,2) x (-2, 2).

El campo de direcciones del sistema gradiente asociado @' = —¢5, v’ = —¢,
se traza sobre las curvas de nivel de ¢ en la Figura 1.3.
El campo de direcciones de la ecuacién hamiltoniana =’ = ¢, ¥’ = —¢, se

muestra en la Figura 1.4, y en la Figura 1.5, en éste ultimo caso, superpuesto
a las curvas de nivel de ¢. Nétese que las lineas de nivel son las érbitas de la
ecuacion.

1.2. Ejercicios

1. Hallar el flujo ¢(¢,z) de cada una de las siguientes ecuaciones:
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o(x,y)

Figura 1.2: Superficie 2z

15

0.5

-0.5

-15

-2

— g, yl = _¢y

/

Figura 1.3: Campo de direcciones de x
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— ¢, sobre las curvas de nivel
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¢) o' =a2%+ 1.
2. Hallar el flujo ¢(t,x) de los siguientes sistemas:

a)

3. Hallar todas las érbitas de las ecuaciones del ejercicio 1.
4. Hallar todas las 6rbitas de las ecuaciones del ejercicio 2.

5. Trazar el campo de direcciones de las ecuaciones del ejercicio 2.

Anexo: propiedades del flujo

En el siguiente resultado se supone por simplicidad que todas las soluciones
de 2’ = f(z) estan definidas en R.

Teorema 1.9. Supongamos que todas las soluciones de (1.1) estdn definidas en
R. Entonces la aplicacion flujo

p: RxG — G
(t,xzo) +——  @(t,z0) =x(t, zo)
satisface las siguientes propiedades:
a) o(t,zo) es Ct y verifica 9(0,2) = z, para z € G.
b) p(te, o(t1,x0)) = @(t1 + t2,x0), para 9 € G y t1,t2 € R arbitrarios.

¢) Para cada t, oi(x) := p(t, ) es una aplicacion C' y biyectiva de G en G con
inversa C*:

07t =t

Demostracion. Las propiedades son consecuencia de la definicion. ¢ : G — G
es inyectiva y sobreyectiva pues dado y en G:

y = ¢i(x), = p_4(y)
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Observacion 1.11. Las aplicaciones biyectivas en C1(G,R") con imagen G e
inversa C! se llaman los difeomorfismos de G, escrito Dif(G).

Segtn el teorema precedente, el flujo (¢, -) induce un grupo uniparamétrico
{¢t}ter C Dif(G) para la composicion “o”™

Pty O Pto = Pti+ta-
En el caso de la ecuacion lineal
!
' = Ax

este hecho es consecuencia inmediata de la representacion explicita: ¢y = et4.
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1.3. Clasificacién de é6rbitas. Orbitas de una ecua-
cion en el plano

Para ecuaciones @’ = f(x) escalares (f es una funcién C! definida en un
intervalo de R o en todo R) las orbitas son triviales. De hecho una érbita v ha
de ser v = z(I), donde z(t) es una solucién maximal definida en I = (a, 8). Por
tanto v ha de ser un intervalo que en algin caso podria reducirse a un punto.
Esto se precisa mejor ahora.

Teorema 1.10. Las drbitas de la ecuacion escalar ©’ = f(x) son, o bien puntos
v = {c} o bien intervalos v = (a,b). En éste dltimo caso f # 0 en (a,b) y f se
anula en los extremos si éstos pertenecen al dominio de la funcidon.

Demostracion. Si z(t) = ¢, ¢ constante entonces el dominio de la solucion es
I =Ry la orbita es v = {c}.

Si la solucién z(t) no es constante entonces z/(t) # 0 para todo ¢ € (o, w),
pues si fuese 2'(t1) = 0y ¢; = x(¢1) entonces x1(t) = ¢; seria otra soluciéon que
coincidiria con z(t) en t; y por unicidad z(t) = ¢; para todo t que va contra el
supuesto de que x(t) no es constante. Ahora si 2/(¢) es no nula entonces z(t) es
creciente o decreciente, en cualquier caso un homeomorfismo, de lo que resulta
que

7 = 2((ayw)) = (a,b).

Suponiendo, v. g. que x(t) es creciente resulta que lim;_,, 2(t) = b, lim;_, o 2(t) =
a. Falta concluir que f(a) y f(b) son cero si a y b son finitos (y f esta definida
en esos puntos).
En efecto, si b es finito, un teorema de prolongabilidad afirma que w = oo.

Por tanto:

Ii =b.

gt =b
Un resultado general afirma entonces que f(b) = 0. Vamos a dar una prueba. Si
x(t) — b entonces z'(t) — f(b) cuando t — co. En particular,

2 (tp) — f(b)

para toda t, — co. Ahora z(n+ 1) — z(n) = 2/(¢,,) para algin n < ¢, <n+ 1.
Asi, cuando n — oo, t, — o =:

2 (ty)=z(n+1)—z(n) >b—b=0 = f(b)=0.
O

Ya hemos hablado de parametrizaciones y de curvas C!. Se dice que una
curva v es cerrada si admite una parametrizacion C*, ¢ : [ — R™, I = [a, b], tal
que ¢(a) = ¢(b) y ¢'(a) = ¢'(b)L. Si ¢ es ademés inyectiva (“uno—a—uno”) en el

1Si ¢ : [a,b] — R™ una parametrizacion C! tal que ¢(a) = ¢(b) pero que cumple ¢’ (a) =
A¢’(b) para algin A > 0, se puede probar que existe un cambio de variable ¢t = h(s) que
convierte a ¢ en una parametrizacion cerrada de clase CI.
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intervalo [a,b) se dice entonces que v es una curva de Jordan, en este caso de
clase C1.

Como ejemplo, ¢(t) = (cost,sent), I = [0, 27].

Cuando ¢ es una parametrizacion cerrada de clase C!, ¢ admite una exten-
sion C' a R de periodo T =b — a.

Se enuncian dos resultados preliminares sobre funciones y soluciones perié-
dicas.

Lema 1.11. Sea z(t) wna solucidn de la ecuacidn x' = f(x), donde f €
CY(G,R"), n > 2. Las siguientes propiedades son equivalentes:

i) x(t) es periddica.
it) 3T > 0 € R tal que 2(0) = z(T).

iii) Exzisten valores distintos t1,t2 € R tales que x(t1) = x(t2)

Demostracion. La cadena i) = ii) = iii) es evidente.

ili) = 1i). Si x(¢) es solucion de (1.1) con dominio (o,w) y x(t1) = x(t2)
entonces x(t1) = x(t1 + T) donde T = to — t;. Como z(t) e y(t) = z(t + T) son
soluciones de 2’ = f(z) con el mismo dato inicial en ¢ = ¢; entonces son iguales.
Esto significa que sus dominios (o, w) y (o« — T,w — T) coinciden y por tanto
han de ser R. Ademas z(t) = z(t + T') para todo t € R. O

En el curso de la demostraciéon se ha probado lo siguiente.

Corolario 1.12. Si z(t) es una solucion que cumple i), es decir, existen va-
lores distintos t1,ta € R tales que x(t1) = x(t2) entonces x(t) es epriddica de
periodo T =ty — t1.

Es facil comprobar que si z(t) es periddica de periodo T > 0 entonces tam-
bién es periddica con periodo kT con k € Z cualquiera. Esto lleva a preguntarse
cuél es el periodo positivo mas pequeno de una funcién periodica.

Definicion 1.13. Se dice que T > 0 es el periodo minimo de una funcion
periddica x : R — R™ si T es un periodo y x(t) no es periédica con periodo
T, > 0 menor que T'.

Lema 1.14. Sea x : R — R™ una funcidon continua, periddica y no constante.
Entonces x(t) posee un periodo minimo T > 0 y todos los otros posibles periodos
de la funcion son de la forma KT donde k € Z.

Demostracion. SiT es el conjunto de periodos de z(t) resulta que T es un grupo
cerrado para la suma +.

Definamos 7+ = 7 N (0, 00) junto con T := inf 7. Entonces, o bien T > 0
o bien T'= 0.

Si T = 0 existe T,, > 0 una sucesion de periodos tal que 7,, — 0. Dado t € R
para todo n existe k = k(n) tal que:

KT, <t< (k+1)T, = z(t) = z(t — kT,,) — x(0)
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cuando n — oo pues 0 < t — kT,, < T, para todo n. Luego z(t) = x(0) para
todo t y x(t) es constante lo cual no es posible. Por tanto T' > 0.

Afirmamos que T es el periodo minimo y que 7 = {kT : k € Z}. En efecto,
si T} es otro periodo y no es miltiplo de T resulta

ET <Ty < (k+ 1T,

para algin entero k. De aqui se deduce que 7T} — k7T es un periodo positivo
estrictamente menor que 7T lo cual es imposible. Esto prueba la afirmaciéon. [

Teorema 1.15. Sea x = z(t) una solucion de (1.1) con n > 2. Entonces se da
una y solo una de las siguientes opciones,

a) O bien, x(t1) # x(t2) para t1 # t2 (en este caso la orbita v generada por x(t)
se dice abierta),

b) O bien existe T > 0 tal que z(t + T) = x(t), para todo t € R, y ademds
x(t1) # x(ta) para 0 < t1 < ta < T (en este caso T es el periodo minimo y la
orbita v es una curva de Jordan),

¢) O bien x(t) = xo para todo t (en este caso se dice que xo —la drbita— es un
punto critico).

Observaciones 1.12.
a) xo es un punto critico de (1.1) si y s6lo si f(zg) = 0.

b) El reciproco la afirmacién b) cierto. Es decir, si la érbita de una solucién es
una curva de Jordan, entonces la solucion que la genera es una funcién periodica
no trivial (Teorema 1.21).

c) Algunas orbitas abiertas empiezan (¢t = —o0) o terminan (¢ = c0) en puntos
criticos (Teorema 1.19).

Demostracion del Teorema 1.15. Si x(t)) es una solucion caben dos opciones:
i) z(t) inyectiva,
i) z(t) no inyectiva.

En el primer caso se cumple a).

En el segundo hay dos opciones: z(t) constante que es el caso ¢) o bien z(t)
no es constante. Comprobamos que entonces estamos en el caso b).

En efecto, han de existir ¢; < t3 tales que z(t1) = z(t2) luego x(t) = z(t +
(ta — t1)) para todo t. Es decir, Ty := t2 — t; es un periodo. Como z(t) no
es constante entonces (Lema 1.14) admite un periodo minimo 7' > 0. En ese
caso z(t) es inyectiva en [0,T) porque si z(t}) = z(t}), t},t5 € [0,T), t] < th,
resultaria que 77 = t§, — ] es un periodo menor que 7 lo cual no es posible. Esto
prueba b). O
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1.4. Orbitas de las ecuaciones lineales
Consideramos ahora la ecuacion lineal plana
o' =Ar  xeR?, (1.4)

(A es una matriz real) bajo la hipodtesis det A # 0. Se dice entonces que la
ecuacion lineal es “no degenerada”. Designamos por A; y A2 los autovalores
de A, por V7 y V5 los correspondientes autoespacios. Recuérdese que dichos
autovalores son las raices de:

A% — (traza A)\ —det A =0,

donde traza A = a1 + a99.

Se presenta a continuacién una descripcion detallada de las orbitas de la
ecuacion. Por ejemplo, en el teorema que sigue, las érbitas cerradas son elipses.
Sin embargo se da la informacion en la terminologia del caso no lineal (donde
no se precisa la forma exacta de las orbitas).

Teorema 1.16. Sean A1 y Ao complejos conjugados, \1 = o+ Bi, Ao = a— S,
B >0 de A. Entonces caben tres posibilidades:

i) a < 0. Todas las soluciones no nulas x(t) de (1.4) tienden al punto critico
(0,0) cuandot — oo y a +00 en mddulo cuando t — —oo, rotando infinitas
veces alrededor de (0,0) (Figura 1.6).

i) o> 0. Todas las soluciones no nulas x(t) de (1.4) tienden al punto critico
(0,0) cuando t — —oo y a +0o en mddulo cuando t — +oo, rotando
infinitas veces alrededor de (0,0).

iii) a = 0. Todas las soluciones x(t) son periddicas de periodo 27/ y rotan
infinitas veces alrededor de (0,0) (Figura 1.7).

En el caso i) se dice que el punto critico (0,0) es un foco estable y todas las
orbitas distintas de (0,0) describen espirales que se acercan a €l cuando t — oo.
En el seqgundo caso se dice que (0,0) es un foco inestable y todas las otras drbitas
describen espirales que se alejan de él cuando t — co. En el caso i) se dice que
el punto (0,0) es un centro lineal y las restantes drbitas son curvas cerradas que
giran alrededor suyo.

Observacion 1.13. La condicién necesaria y suficiente para que (0, 0) sea un foco
es:
(traza A)? —4det A <0 & traza A # 0. (1.5)

Si traza A > 0 el foco es inestable, si traza A < 0 el foco es estable. Notese que
la condicion det A > 0 esta implicita en (1.5).
El punto (0,0) es un centro si y s6lo si:

det A>0 & traza A = 0.
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Figura 1.6: Foco inestable (izquierda) y foco estable (derecha) de la ecuacion
lineal ©' = Ax.

Figura 1.7: El origen (0, 0) es un centro de 2’ = Azx. A laizquierda se representan
las orbitas de la ecuacién transformada y' = Jy, J la forma canénica real de A,
que son ademas circunferencias.
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Ejemplos 1.14.

a) Foco estable.

()= (5 %))
()= (o %))

Observacion 1.15. En el caso de autovalores complejos A = a £i3, 8 > 0, se
observa que las 6rbitas de y' = Jry rotan en sentido negativo con velocidad
angular (3. Al aplicar la transformacién * = P~y para regresar a la ecuacion
original, el sentido de rotacién se mantiene si det P > 0 y se invierte si detP < 0.

Obsérvese la situacién de los sistemas
\ (2 =2\ [z
y) \1 0)\y)’

N (0 2\ [z

y) \-1 2)\y
En ambos casos los autovalores son A = 1 + 4. En el primero la rotacién es a
favor de las agujas del reloj, en el segundo al contrario.

b) Centro.

Teorema 1.17. Sean A1 y Ao son reales y distintos de A, A\ # Ao. Se tienen
los sigutentes casos:

a) SiMA2 <0y A <0< A, las inicas semidrbitas positivas acotadas cuando
t — +oo, que ademds tienden a (0,0) cuando t — 400 son (0,0) y las dos
semirrectas de V1 \ {(0,0)}. Andlogamente las inicas semidrbitas negativas aco-
tadas cuando t — —oo, que tienden a (0,0) cuando t — —oo son (0,0) y las dos
semirrectas de Vo \ {(0,0)}. En este caso se dice que el punto critico (0,0) es
un punto de silla (Figura 1.8).

b) M2 > 0. 5i A2 < A1 < 0 todas las érbitas convergen a (0,0) cuando t — +00.
Exceptuando las orbitas en Va todas las restantes drbitas se acercan a (0,0) de
forma tangente a Vi. En este caso se dice que el punto critico (0,0) es un
nodo estable. Si Ao > A1 > 0 la situacion es andloga cambiando t por —t y
(0,0) se llama entonces nodo inestable (Figura 1.8).

Observaciones 1.16.

a) Una condicion necesaria y suficiente para que (0,0) sea un punto de silla es
que:
det A < 0.

b) Una condicién necesaria y suficiente para que (0,0) sea un nodo es que:
det A>0 & (traza A)? — 4det A > 0.

Si traza A > 0 el nodo es inestable, si traza A < 0 el nodo es estable.

Ejemplo 1.17.
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Figura 1.8: A la izquierda, (0,0) es un punto de silla. A la derecha, (0,0) es un
nodo estable.

Figura 1.9: Las dos configuraciones de nodo impropio.

()= D6
()= 3)0)

Teorema 1.18. Supongamos que A1 es un autovalor doble y negativo de la
matriz A.

a) Punto de silla.

b) Nodo estable.

a) Si dim Vi = 2 entonces todas las drbitas son semirectas que convergen a (0,0)
cuando t — +oo (Figurae 1.9).

b) Si dim Vi = 1 entonces todas las drbitas de (1.4) convergen a (0,0) cuando
t — +00 acercindose a dicho punto de manera tangente a Vi (Figura 1.9).
En ambos casos se dice que el punto critico (0,0) es un nodo impropio estable.
Si A1 es positivo, la situacion es la misma una vez se ha cambiado t por —t y
se dice que (0,0) es un nodo impropio inestable.

Observacion 1.18. Una condicién necesaria y suficiente para que (0,0) sea un
nodo impropio es:
(traza A)? — 4det A = 0.



18 CAPITULO 1. TEORIA CUALITATIVA

Las dos configuraciones de nodo se diferencian en la multiplicidad geométrica: la
configuracion en estrella corresponde a v = 2. Notese que en ese caso la matriz
A tiene necesariamente la forma A 1.

Ejemplo 1.19.

a) Nodo impropio estable.



1.5. DEMOSTRACIONES 19

1.5. Demostraciones

Demostracion del Teorema 1.16. Dado zg la 6rbita v que pasa por el punto zg
es

v ={z(t) : t € R}

donde x(¢) es la soluciond de:
= Ax
ZL’(O) = Zg.

z(t) = e, To = (3601) .

02

Notese que

Para simplificar el estudio de 7 introducimos el cambio lineal
r=Ply

donde P es una matriz invertible de inversa P~!. El cambio transforma la érbita
~ en la curva:

v ={y(t):teR}
donde y(t) = Px(t), la solucion de

y =Jy
y(0) = yo = Pxo.

Eligiendo P adecuadamente, como se dice més adelante, J tiene la forma:

_(a B
1=(5 o)
y la solucion y(t) es

_ ot cosPt  senft\ (yoi _ (Yo1
ylt) =e ( sen 3t cos 5t> (y02 = \yoe )
La solucion representa un giro de angulo 8t (velocidad angular 3) seguido del

producto por el escalar e®t.

Como:
y1 = e®*( yo1 cos Bt + yo2 sen St)
y2 = e (—yo1 sen Bt + 1oz cos St)

VU935 = e\ Ug1 + Yo

ly(t)] = 0sit— o0 ly(t)] = oo sit — —o0,

resulta que

Sia<O0:
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girando infinitas veces alrededor de (0,0) con velocidad angular § y a favor de
las agujas del reloj (sentido negativo). Si o« > 0

ly(t)] = oo sit — oo ly(t)] = 0 sit — —o0,

girando infinitas veces alrededor de (0,0) con velocidad angular 8 y a favor
de las agujas del reloj (sentido negativo). En ambos casos las érbitas 7’ son
espirales.

Finalmente, si o = 0 las érbitas son circunferencias que giran infinitas veces
alrededor de (0,0) con velocidad angular 8 y a favor de las agujas del reloj
(sentido negativo).

Finalmente, la 6rbita original 7 tiene la forma:

y={z(t): t e R} = {PMy(t) : t € R} = P—1/,

es decir es la transformada de 7' por la aplicacién lineal de matriz P~'. Esto
significa que las espirales rotando alrededor de (0,0) pasan a ser espirales rotan-
do alrededor de (0, 0) mientras que las circunferencias se transforman en elipses.
Finalmente, el sentido de giro (a favor o en contra de las agujas del reloj) se
preserva si det P > 0, se invierte si det P < 0.

En cuanto a la matriz P~ ésta se forma calculando primero el autovector
complejo v = (v1,v2) asociado a A = a+1i8 (recuérdese que 5 > 0). Si u; = Ry,
us = Rug, w1 = v, wa = QJvz (Rz es la parte real de z, Iz es la parte
imaginaria de z), la matriz P~ es

P—1: u1 w1
Uy Wy )

Debe observarse que el estudio del caso a > 0 se deduce del a < 0. En efecto
si @ > 0y z(t) resuelve

O

2 = Ax

hacemos el cambio:
z(t) = z(—t).

Para la nueva funcion z(t) que ¢ — oo significa t — —oo en la funcion original
x(t). En otras palabras z(t) viaja al “pasado” de z(t) cuando t — oo. Ahora z(t)
cumple:

2 =—Az

y los autovalores de —A son A = —a £ 8. Como —a < 0 entonces |z(t)| — 0
sit — ooy |2(t)] = oo sit - —oo. Esto implica que |z(¢)] — 0si t - —o0
mientras que |z(t)| = oo si t — oo.

Usaremos esta procedimiento més tarde. Nos referiremos a él llaméndolo el
“cambio t — —t”.
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Demostracion del Teorema 1.17. Como en Teorema 1.16, dado x¢ la orbita ~
que pasa por el punto zg es

v=A{x(t) : t e R}

donde x(¢) es la soluciond de:

De nuevo:

l‘(t) _ 6Atm0, T = (l’()l)

To2

y para simplificar el estudio de « introducimos el cambio lineal
r=Ply

donde P es de nuevo una matriz invertible de inversa P~! cuyo calculo especi-
ficamos méas abajo. El cambio transforma la orbita ~ en la curva:

7' ={y(t) : t € R}

donde y(t) = Px(t), es la solucion de

Yy =Jy
y(0) = yo = Pxo,

(M0
J<O A2).

La solucién y(t) del problema, es:

y donde J tiene la forma:

y1(t) = yoreM!

Y2 (t) = yooe2'.

Comenzamos analizando las 6rbitas que yacen en los ejes Oy, Oyz. Si ygo = 0
la orbita por (yo1,0) es el semieje abierto que contiene a (yo1,0), por ejemplo
{(y1,0) : y1 > 0} si yo1 > 0. En efecto, la solucion y(t) tiene la forma:

yi(t) = yore™M, y2(t) = 0.

Se recorre de +00 a 0 si Ay < 0, de 0 a oo si A; > 0. Analogamente, la 6rbita
que pasa por (0,yp2) es el semieje abierto que contiene a (0, yg2) y se recorrerd
de +coa0si Ay <0,de0aoosi Ay > 0. Porlo tanto ya tenemos 4 6rbitas que
son los semiejes abiertos (la quinta es el propio punto (0,0)).

Para estudiar el resto de las 6rbitas empezamos por el caso a), Ay < 0 < A.
Si tomamos o1, Yoz positivos, entonces la 6rbita por yg tiene por ecuacion:

A2
(o)
Y2 =Yo2 | — .
Yo1
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Se recorre con y; decreciente e yo creciente cuando t — oo. Por otra parte,
Y2 — 00 si y1 — 0+ mientras yo — 0 cuando y; — oo pues el cociente Aa/\; es
negativo. El comportamiento de las 6rbitas en los otros cuadrantes es idéntico.
Esta configuracion se llama de “punto de silla”. Notese que las soluciones en el
eje Oy; convergen a (0,0) mientras que las soluciones en el eje Oys divergen a
infinito, salvo, claro estd, la solucién constante (0, 0).

En el caso b), A2 < A1 <0, la orbita de yo en el primer cuadrante es:

A2
Y2 = Yo2 | — )
Yo1

pero ahora el exponente A2/A; es positivo. Tiene la forma de una parabola
tangente al eje Oy; en (0,0) (més precisamente, el trozo de parabola contenido
en el primer cuadrante). Se recorre en el sentido de y; e y2 decrecientes y la
solucion y(t) — (0,0) cuando ¢ — co. Asimismo, las soluciones en los semiejes
tienden a (0,0) cuando ¢t — oo. El comportamiento en los otros cuadrantes
es similar y todas las érbitas entran tangentes al eje Oy; en el origen, cuando
t — 00, con la excepcién de las dos érbitas que corresponden a los dos semiejes
del eje Oys.

Ahora hay que regresar a las coordenadas originales. La orbita v que pasa
por zq tiene la forma:

y={z(t):t e R} = {P y(t) : t e R} = P79/,

es decir es la transformada de 7 por la aplicacién lineal de matriz P~!. La matriz
P~ tiene por columnas las coordenadas de los autovectores u y w asociados a
los autovalores A\; y Ag, respectivamente.

Esto significa que P—1 transforma el eje Oy; y sus érbitas en el autoespacio
V1 asociado a A1 y eje Oyo y sus Orbitas en el autoespacio V- asociado al autovalor
2. Esto se traduce, en los dos casos a) y b) en que los dos autoespacios Vi y
Vs estan formados por tres érbitas (los dos semiespacios y el origen (0,0)). En
el caso a) las orbitas tienden a (0,0) en Vi y tienden a infinito en V2 cuando
t — o00. En el caso b) todas las 6rbitas, en los autoespacios o fuera de ellos
tienden a (0, 0).

En el caso b), y como consecuencia de la transformacion P~!, todas las
orbitas convergen (0,0), entrando tangentes a Vi y cuando t — oo, con la
excepcion de las orbitas que yacen en Vs, que convergen a (0,0) sobre este
subespacio.

Finalmente, en el caso a), las orbitas fuera de los subespacios V1, Vs no
convergen a (0,0) sino que se alejan a infinito cuando ¢ — oo (y lo mismo

ocurre cuando t — —o0).
O

Demostracion del Teorema 1.18. Como en los teoremas anteriores la orbita
que pasa por el punto zg es

v={z(t): t e R}
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donde z(t) es la soluciond de:

De nuevo:

z(t) = e, To = (3601) .

02

Se introduce el cambio lineal
r=Ply

donde P una matriz invertible de inversa P~' que especificamos més abajo. El
cambio transforma la 6rbita v en la curva:

7' ={y(t) : t e R}

donde y(t) = Pz(t), es la solucion de

Yy =Jy
y(0) = yo = Puxy.

Ahora la forma de J difiere en los casos a) y b). En el caso a)

(M0
=5 1)
La solucién y(t) del problema es:

y1(t) = yore™’
Y2 (t) = yozeM?t.

Las 6rbitas en los ejes estdn parametrizadas por:
yi(t) =yore™  p(t)=0  si yo = (yo1,0),

y1(t) =0 Y2 (t) = yooe! st yo = (0,%02)-

Cuando o1, Yoz son no nulos la érbita ~ tiene por ecuacion:

Y2 = @?h y1 > 0,
Yo1
o bien,
Y
="y oy <0,
Yo1

dependiendo del cuadrante en el que esté situado el valor inicial yo. Por otro
lado, se demuestra que en caso a) la matriz original A debe tener la forma A = J
con lo que en este caso no hace falta hacer el cambio P.
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(A0
(v 0.

La matriz P~! tiene por columnas los vectores v; y ve, donde vy es cualquier
vector tal que

En el caso b)

(A - )\1])’01 7£ 0 & Vg = (A - )\1])’1)1.

Notese que ve genera el autoespacio asociado a A\; que es unidimensional.
La solucion y(t) del problema es:
yi(t) = yore!
y2(t) = (yort + yoz)e™’.

Las o6rbitas en los ejes s6lo yacen en el eje Oys y estan parametrizadas por:

y1=0  y2 =y
Por tanto se reducen a los dos semiejes abiertos y se recorren de forma que
y2 — 0 cuando t — oco. La orbita restante en el eje Oys es el propio punto (0,0).
La ecuacién de las restantes 6rbitas es:

Yo1 Y1 U1
Y2 = <y02 + Y log ()) () )
Yo1 Yo1

donde o bien y; > 0, o bien y; < 0 dependiendo de cémo sea el signo de yo;.
Esto prueba que las 6rbitas 7' entran tangentes al eje Oys cuando ¢ — oo.
Para regresar a las coordenadas originales se observa de nuevo que la 6rbita
7Y que pasa por xg tiene la forma:

y={x(t):t e R}y ={P ly(t): t c R} = P 1o/,

es decir es la transformada de 4/ por la aplicacion lineal de matriz P~!. La
matriz P! aplica el eje Oys en el autoespacio V; asociado al autovalor A;. Por
ello todas las orbitas de la ecuacion original convergen a (0,0) cuando ¢ — oo,
aproximandose de forma tangente a V. O



1.5. DEMOSTRACIONES 25

1.5.1. Ejercicios

1.

Hallense todas las 6rbitas —junto con la orientacién respectiva de las mismas—
de las siguientes ecuaciones:

a) ¥’ =z, b) 2’ =x — 2%, c) ' = (z—1)(xz —2)(z — 3).

. Como es la forma general de las 6rbitas v C R de una ecuacién escalar
2’ = f(z), z € R? Si v es una de tales érbitas, tracese la grafica de todas
las soluciones de la ecuaciéon que la tienen por érbita.

. Estudiar las érbitas de las siguientes ecuaciones lineales dando una des-

cripcion de su comportamiento con especial énfasis en las proximidades
del punto singular (x,y) = (0,0):

¥ = —2x + 6y
y = —2z + 5y.
2’ = —9x + 13y
y = —5x + Ty.

2’ = —18z + 30y
y' = —10x + 17y.

2’ = —8x + 13y
y' = —bx + Sy.
= —6y

y =2z —Ty.
¥ =—5r—4y
Yy =-z—y.
=4y

y = —x + 4dy.
¥ = —Tx + 13y

y = —bx + 9y.
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Anexo: resultados especiales

La siguiente propiedad explica cudl es el comportamiento de algunas 6rbitas
abiertas.

Teorema 1.19. Sea x(t) una solucion maximal de (1.1) definida en (a,w) tal
que w = 0o (respectivamente, o« = —00) y lims o0 2(t) = * (Hmy oo x(t) =
x* ). Entonces f(z*) =0 es decir, x* es un punto critico de la ecuacion.

Se introduce ahora un resultado que permite probar la existencia de solu-
ciones periddicas a través de sus oOrbitas. La prueba —que ofrecemos al lector
curioso— la derivamos en un Anexo final de este capitulo (ver también el libro
de [14]).

Teorema 1.20. SiI' es una curva de Jordan sin puntos criticos de (1.1) y ~y
es una orbita de la ecuacion contenida en I’ (v C T') entonces v =T y por tanto
v es la orbita de una solucion periodica.

Las que son “abiertas” (ver el teorema de clasificacion) no pueden ser com-
pactas. Se prueba también en el anexo el siguiente resultado.

Teorema 1.21. Siy es una érbita compacta de (1.1) y no es un punto critico,
entonces es la orbita de una solucion periddica.

En particular, si la érbita v de una solucion z(t) de (1.1) es una curva
de Jordan entonces tal érbita estd parametrizada por una solucién periddica.
Notese que esta observacién tiene en la practica menos interés que el Teorema
1.20, el cual se aplica facilmente a ecuaciones con una “integral primera”.



1.6. PUNTOS CRITICOS 27

1.6. El comportamiento de una ecuacién plana en
el entorno de puntos criticos no degenerados.

Consideraremos la ecuacién C! en un abierto G del plano,

{55/1 = fi(z1,22)

zhy = fao(w1,20) (16)

que ahora estudiamos en las proximidades de un punto critico (z., y.). Recuérde-
se a tales efectos el comportamiento de los sistemas lineales planos con respecto
al punto critico (aislado) (z.,y.) = (0,0). Nuestra primera definicién es,

Definicién 1.22. Un punto critico p. = (z¢,y.) de (1.6) se dice no degene-
rado si f'(pc), la matriz jacobiana de f = (f1, f2) en p., es invertible (tiene
determinante no nulo).

Teorema 1.23. Un punto critico p. = (Z¢,ye) no degenerado de (1.6) es un
punto critico aislado para dicha ecuacion. Es decir, existe un entorno U de p.
donde no hay otros puntos criticos para dicha ecuacion.

Observacion 1.20. Para evitar confusiones sefialamos que x representara en al-
gunos casos el vector (z1,22) (lo mismo con y, z respecto de (y1,y2) 6 (21, 22)),
en otros la primera componente del vector (z,y).

Cuando se estudia la ecuacion (1.1)
v = f() (L.7)

cerca de un punto critico p. € R?, resulta conveniente hacer el cambio y = z—p,,
tras el que la ecuacion se transforma en (teorema de Taylor)

y' = Ay +g(y), (1.8)

donde A = f'(p.), g(y) = o(|ly|) y donde o(|y|) es una funcién C! que tiene la
propiedad:
L olly)

=0.
lyl—=0 |yl

Estudiar las érbitas de (1.7) cerca de p. equivale a estudiar las orbitas de (1.8)
cerca de y = 0 (jque es un punto critico de la ecuacion (1.8)!). Por otra parte,
el estudio de (1.8) cerca de y = 0 se corresponde con el de

2 =Jz+ h(z), (1.9)

con h(z) = o(]z]), ecuacién que se obtiene de (1.8) tras el cambio lineal y =
P~ 'z, donde P es una matriz invertible; en la que J = PAP~!. Esto permite
simplificar la matriz A original con el objeto de tener el mayor ntimero de ceros
posible (por ejemplo si J es la forma canénica de Jordan de A).
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En algunos casos es conveniente estudiar las ecuaciones planas en otros sis-
temas de coordenadas. Por ejemplo en coordenadas polares. La ecuacién:

r = f(:my)
{y/ :g(x,y), (1.10)

se puede expresar, haciendo p? = 22 + y2, x = pcosf, y = psenf, en la forma:

{p’ = R(p,9)

& — 0. 9). (1.11)

El fundamento de esta afirmacién reposa en el siguiente lema.

Lema 1.24. Sea ¢ : (a,b) — R2, o(t) = (x(t), y(t)) una aplicacion de clase C*
que no se anula para ningin valor de t. Sean ty € (a,b), 6y € R arbitrarios y
tales que:

(20, Y0) = po(cos by, sen by) pe =i +yl.

Existe entonces una tinica funcion 6 : (a,b) — R de clase C* tal que 6(ty) = 0y
y:
o(t) = p(t)(cosO(t),senb(t)) 1t € (a,b),

donde p(t)? = x(t)? + y(t)2.

A los efectos del presente estudio conviene establecer la relacién entre ambas
ecuaciones. En efecto, escribiendo

x(t) = p(t) cos O(t)
y(t) = p(t) sen 6(t)

y derivando con respecto a t obtenemos:
'\ _ (cos§ —senf o
y' ) \senf cosé pt’ )"
De (1.6) se obtiene la siguiente expresion de (1.11):
p = cosbf + senfyg AN cosf sen 6 ) f
0 = p~L(—senff + cosfyg), ¢’ —senf/p cosb/p) \g/) "
Reciprocamente, de (1.11) se obienen las ecuaciones (1.6) en la forma siguiente:
oo )-C D)
Yy = p 'Ry + Oz, y' y/p = 0,
El lenguaje de las coordenadas polares es muy conveniente cuando se trata con

orbitas cerradas o fenémenos de vorticidad en ecuaciones diferenciales ordina-
rias.
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X X

Figura 1.10: Foco inestable (izquierda) y foco estable (derecha) de la ecuacion

' = f(x).

Teorema 1.25. Sea p. un punto critico no degenerado de la ecuacion (1.6) tal
que la matriz A = f'(p.) admite dos autovalores \1 y Ao complejos conjugados,
es decir \y = a+ i, o = a— Fi (> 0). Sia <0 (>0) entonces existe
un entorno U de p. tal que Vpg € U, la semidrbita positiva v (pg) (negativa
v~ (po)) de (1.6) tiende a p. cuando t — +oo (—o0) rotando infinitas veces
alrededor del punto p.. Si o > 0 se dice que p. es un foco (no lineal) inestable,
foco estable si oo < 0 (Figura 1.10).

Demostracion. Suponemos o < 0. Haciendo el cambio y = — p., y = P!z la

ecuacion se reescribe:
r_ (o B
Z_<—B a)z+h(z)

donde |h(2)| = o(|z|) cuando |z| — 0. Se observa que  — p. si y sélo si z — 0.
Cambiado z a polares se obtiene:

o =ap—+ hycosf+ hysend
0 = —pB — (hi/p)sen® + (ha/p) cos b

Tomamos 0 < ¢ < min{—q, 8} y existe J tal que |h(z)| < €|z| para |z| < 0.
Tomando un dato inicial pg <  se tiene inicialmente:

pt) <8 =p <(ate)p = pt) < poe@t.

La negatividad de « 4 ¢ implica que siempre se ha de tener p(t) < ¢, luego
la solucion esta definida en [0, 00). Ademas p(t) — 0 exponencialmente cuando
t — o0. Yendo a la segunda ecuaciéon resulta que:

B0 — (B+e)t < O() <0+ (—B+e)t

para todo ¢ > 0. Asi 6(t) — —oo y la semiérbita y*(pg) gira infinitas veces
alrededor del origen cuando t — oo. O

Observacion 1.21. Si o = 0 en el teorema, no se puede predecir en principio el
comportamiento de las 6rbitas cerca de p.. La situacién genérica es que salvo
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por un numero finito, se pierden la totalidad de las érbitas peridédicas de periodo
27/ del caso lineal. En el ejemplo,

p/:_p3
0 =—-1

que en coordenadas cartesianas se expresa

= y—a(@®+y?)
y = —x—y(a* +y?),

desaparecen todas las soluciones peridédicas del problema lineal asociado

p'=0 =y
0 =-1 y = —x.
Lo mismo sucede con

{p’=p3 {-r’= y+a(@? +y?)

0 =1 y' =z +y(a®+y?).

En los siguientes teoremas es necesario suponer que f = f(x) es de clase C?
en (1.6).

Teorema 1.26. Supongamos que los autovalores A1 y Ao de f'(p.) son reales y
distintos, \1 # Ao. Entonces,

a) [Propiedad del punto de silla] Si \MA2 < 0, Ay < 0 < X\ eziste un entorno U
de p. , dos semidrbitas positivas 'yfr, ’y;', y dos semiorbitas negativas I'7, I'y
contenidas todas ellas en U con las propiedades siguientes. Todas las semidrbi-
tas positivas v que estén contenidas en U satisfacen v+ C Wfr U 7; U{p.} v
convergen ademds a p. cuando t — 400, aprozimdndose a p. de forma tangente
a la recta p. + V1 (Vi el autoespacio asociado al autovalor A1 ). Andlogamente,
toda semidrbita negativa v~ en U debe estar contenida en I'T UT5 U {p.} y
deberd aprozimarse a p. cuando t — —oo de forma tangente a la recta p. + V>
(Vo el autoespacio asociado a A2). Ademds, Wfr Y ’y;, ast como I'y y I'y se
aproziman a p. siguiendo sentidos opuestos (Figura 1.11).

b) M2 > 0. 51 Ay < Ay < 0 emiste un entorno U de p. en el que todas las
semidrbitas positivas (omitimos a continuacion la palabra positiva) convergen a
pe cuando t — +oo. Exceptuando dos semidrbitas en U, T, 'S, llamadas sepa-
ratrices, que convergen a p. de forma tangente a p.+ Va (en sentidos opuestos)
cuando t — 400, todas las restantes semidrbitas en U se acercan a p. de forma

tangente a p. + V1. Si Ao > A1 > 0 la situacion es andloga cambiando t por —t
(Figura 1.11).

El siguiente teorema generaliza los fenémenos correspondientes observados
en el caso lineal.
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Figura 1.11: Un punto de silla (izquierda) y un nodo estable (derecha) en el caso
no lineal 2’ = f(z). Las orbitas se representan en un entorno adecuado U del
punto pe.

Figura 1.12: Las dos configuraciones de la versién no lineal del nodo impropio
estable. Las érbitas se representan en un entorno U del punto p..

Teorema 1.27. Supongamos que \1 es un autovalor doble y negativo de f'(p.)
representando por Vi el correspondiente autoespacio.

a) Si dim Vi =2 entonces existe un entorno U de p. donde todas las semidrbilas
convergen a p. cuando t — +oo. Ademds, por cada semirrecta que empieza en
pe eviste una semidrbita ¥ que se aprozima a p. de forma tangente a dicha
semirrecta, cuando t — +00.

b) Si dim Vi =1 entonces existe un entorno U de p. donde todas las semiorbi-
tas v© convergen a p. cuando t — +oo acercindose a dicho punto de manera
tangente a la recta p. + V1 (Figura 1.12).

Las siguientes definiciones fueron introducidas por M. Lyapunov a principios
del siglo XX.

Definicién 1.28. Un punto cirtico p. de (1.6) se dice estable si Ve >0 36 > 0
(que depende de e y en principio de to) tal que si Ty cumple |To — pe| < 0
entonces |x(t,to, To) — pe| < € para todo t > tg.
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Un punto critico p. de (1.6) se dice asintdticamente estable si a) es estable,
b) existe 1 > 0 (que en principio depende de ty) tal si |To — p.| < r entonces:

If To) = Pe -
t—}—&-moox(t’tO’xO) De

Ejemplos 1.22.

a) El punto critico (0,0) es estable para la ecuacion:

=y
ylziza

pero no es asintéticamente estable.

b) (z,y) = (0,0) es un punto critico asintdticamente estable para la ecuacién
=y
Yy =-z—cy,

En los resultados precedentes estan implicitos los siguientes teoremas tam-
bién debidos a Lyapunov.

donde ¢ > 0.

Teorema 1.29 (Lyapunov). Sea p. un punto critico de la ecuacion (1.6) tal
que f'(p.) tiene sus autovalores con la parte real negativa. Entonces p. es asin-
téticamente estable.

Corolario 1.30. Sea p. un punto critico no degenerado de la ecuacion (1.6)
tal que alguno de los autovalores de f'(p.) tiene la parte real positiva. Entonces
Ppe es inestable.

Observacion 1.23. Se demuestra en un curso de teoria de estabilidad (ver [6]) que
tanto el Teorema 1.29 como el Corolario 1.30 son ciertos en el caso n-dimensional.
Mas atn, en el caso del Corolario 1.30 la condicién de no degeneracién de p.
resulta superflua.

1.6.1. Péndulo con friccién

Un péndulo de longitud I, masa m moviéndose por efecto de la gravedad
en un medio donde la friccidén aerodindmica es ¢ > 0 se describe mediante la
ecuacion:

0+k0+hsend=0 k=< n=9
m l
Los equilibrios, médulo simetrias son (6,v) = (6,60) = (0,0) y (0,v) = (0,0) =

by
El segundo siempre es inestable y da lugar a un punto de silla.
El primero es un foco estable si k? < 4h, un nodo impropio si k? = 4h y un
nodo estable si k% > 4h.

Observacion 1.24. El péndulo sin fricciéon ¢ = 0 es ligeramente mas dificil de
analizar. Eso se hara méas adelante.
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1.6.2. Especies en competicién

Dos especies x e y que compiten en un medio por los mismos recursos pueden
describirse mediante el sistema de ecuaciones:

v =rna(l- 7?1 B %)
x )

= 1- =2 - L

y' = rayl A Kg)

en donde z(t) e y(t) representan el nimero de individuos (todos los coeficientes
son positivos). Efectuado las normalizaciones:
x y A B o

v=—, a=—, [B=-—, T=r1t, A=—,

U:E, KQ’ Kl’ Kg’ T1

obtenemos el sistema simplificado:

Siempre tiene tres equilibrios que representan la exitincién de las especies o de
alguna de ellas:

(u,v) = (0,0), (u,v) = (1,0), (u,v) = (0,1).

Como estamos interesados tinicamente en soluciones positivas, existe un equili-
brio positivo (de componentes positivas) si y solo si

(a=1)(B-1)>0.

Este es: (ﬁ 1) ﬁ( 1)
alff — a—
Y= ap—1 T apo1

El punto (u.,v.) es estable cuando a8 > 1. En ese caso (1,0) y (0, 1) son sillas.
El punto (uc,v.) es un punto de silla cuando a8 < 1. En ese caso (1,0) y (0,1)
son nodos estables.

El punto (0,0) es en todos los casos inestable (nunca se da la extincién
simultanea de las dos especies). Més precisamente, es un nodo inestable.

1.6.3. Presa y depredador

En una variante de la situaciéon anterior x es una presa sometida a creci-
miento logistico mientras y es su depredador. Un posible modelo que describe
esta situacion es:

x':rx(l—ﬁ—g)
K B

y' = Cay — Dy,
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en donde todas las constantes implicadas son positivas. Si efectuamos las nor-
malizaciones:

T D y K B D
U=z TG ve=p o= b= T r
la ecuacion se escribe en la forma:
U
=l — = —
u' = u( 5 v)
v = Xv(u—1).

El punto (0,0) es siempre un punto de silla. El punto («,0) es un nodo estable
para 0 < a < 1 y un silla para a > 1. Para o > 1 existe otro punto de equili-
brio de componentes positivas (en el modelo sélo tienen sentido las soluciones
positivas) dado por:

-1
U, =1 Ve = @ .
@
Dicho punto es un nodo estable para
0<A< ———
~da(a—1)
y un foco estable para
A > !
da(a—1)

1.6.4. Ejercicios

1. Estudiar los equilibrios de las ecuaciones:
p=Fp
0 =-1
2. Estudiar los equilibrios de la ecuacién:
P =p(l—p)
0 =-—1

Describir el resto de las orbitas.

3. Analizar los equilibrios de la ecuacion:
v =u(l—u-— E)
u5 A>0,aa>0,8>0.
v =(l — — —w),
«@

Demostrar que todas las solucién con datos iniciales positivos son siempre
positivas.
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4. Analizar los equilibrios de la ecuacion:

u’:u(l—g—v)
o a>01A>0.
v =d(u—1)

Demostrar que todas las solucién con datos iniciales positivos son siempre
positivas.
5. & Estudiar el comportamiento de las érbitas de la ecuacion:
Z2
log(z{ + 23)'/2’

Z1

/I e
Ty = —T2 + log(@? + 22)1/2

Ty =-—m

cerca del punto critico (0,0). En la ecuacion, se entiende que el segundo
miembro se anula en (0,0).

Observacion. El segundo miembro es de clase C' pero no es C? cerca de
(0,0). Notese que la parte lineal de la ecuacion constituye un nodo estable
impropio.
6. & Estudiar el comportamiento de las érbitas de la ecuacion:
T
log(z? + x3)1/2’

T2

h=—x1—@g+ ——=
2 ! 2 log(z? + x3)1/2

Ty = —x1 + 22 +
cerca del punto critico (0,0). En la ecuacion, se entiende que el segundo
miembro se anula en (0, 0).

7. & Sea f : U C R? — R? continua en un entorno U del origen (0,0) y
A € Msyyo una matriz invertible. Supongase ademéas que
@)
lz|—=0 ||
Demuéstrese la existencia de un entorno V' de (0,0) en el que (0,0) es la
dnica solucién de:

Az + f(x) = 0.

8. & Sea p. un punto critico no degenerado de la ecuacion o’ = f(x) (se
supone que f es de clase C'). Supongamos, como en el Teorema 1.27-b),
que A = f'(p.) posee un autovalor real doble A; < 0 de multiplicidad geo-
métrica 1. Demuéstrese que para todo € > 0 existe un cambio de variable
x = P~ ly+p,., donde P es una cierta matriz invertible, tal que la ecuacién
se transforma en:

' (M0
y =Jy+9(), J—<€ /\1>,

‘g‘(fl)‘ = 0. Pruébese, cambiando a polares y eligiendo

adecuadamente &, que todas las semidrbitas positivas v© que empiezan
cerca de (0,0) tienden a (0,0) exponencialmente cuando ¢ — co.

en donde lim, o
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1.7. Sistemas gradiente

Definicién 1.31. Dada una funcién ¢ € C'(G,R), donde G es un dominio (un
abierto y conexo), el sistema gradiente asociado a ¢ se define como:

l'/ = _¢w
1.12
{yl = _¢ya ( )

donde ¢, = %, Py = z—z

dades de la ecuacion.

En este caso se dice que ¢ es el potencial de veloci-

En mecénica de fluidos las 6rbitas describen las trayectorias fluidas y —V¢
mide las velocidades de las mismas, de ahi el término “potencial de velocidades”.

Proposicion 1.32. Los puntos criticos p. de la funcion ¢ son los puntos criticos
del sistema. Ademds:

i) Si pe es un minimo relativo de ¢ con D*¢ > 0 entonces p. es un nodo estable
del sistema.

ii) Sipe es un mdzimo relativo de ¢ con D*¢ < 0 entonces p. es un nodo inestable
del sistema.

i) Si p. es un punto de silla de ¢ con det D*¢ # 0 entonces p. es un punto de
silla del sistema.

12

i) Los sistemas gradiente no admiten puntos criticos de tipo “foco”.

Proposicion 1.33. Las soluciones (x(t),y(t)) del sistema hacen a ¢ estricta-
mente decrecientes salvo que la solucion sea constante (un punto critico).

En base a esta proposicion las 6rbitas del sistema se denominan “lineas (cur-
vas) de méaximo decenso”. Notese que —V¢ apunta en la direccion donde el
decrecimiento de ¢ es maximo.

Corolario 1.34. Un sistema gradiente no admite drbitas cerradas.

Por otra parte, las 6rbitas de un sistema gradiente son ortogonales a las
curvas de nivel de la funcion.

Definicion 1.35. Para c constante, el conjunto de nivel . de la funcion ¢ se
define como:

Ye ={(z,y) : ¢(2,y) = c}.

Se dice que ¢ es un wvaelor critico de ¢ si existe p con ¢(p) = c tal que
Vo(p) = 0. En caso contrario se dice que ¢ es un valor no critico.

Proposicién 1.36. Sea ¢ € C1(G). Si c es un valor no critico entonces cada
una de las componentes conezxas v, de 7. constituye una curva parametrizada
de clase C1.
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Cada una de las componentes +. se suele denominar curva de nivel de ¢ (por
abuso de notacion este calificativo se suele aplicar a ~.).

Idea de la prueba. Sipg € 7., como Vé(po) # 0 si, por ejemplo, ¢, # 0 entonces
todo un entorno de po en . se representa en la forma y = h(x) con h de clase C.
Esto prueba la afirmacion a nivel local. La conexidad de v/, permite globalizar
el resultado. O

Observacion 1.25. Cuando c es critico el teorema se puede aplicar a cada una
de las componentes de 7. \ P, resultando que cada una de éstas es una curva
C' (P denota el conjunto de puntos criticos).

Corolario 1.37. Las drbitas del sistema gradiente (1.12) son ortogonales a las
curvas de nivel de ¢.

Demostracion. Basta observar que en cada punto p € v, donde V¢ # 0, Vo es

ortogonal al vector tangente a . en p. Esto se deja como ejercicio. [

1.7.1. Ejercicios
1. Construir y estudiar los sistemas gradientes asociados a las funciones:
a) ¢ =2 +y°
b) ¢ =—a® —y?
c) ¢ =a2—y>
2. Construir y estudiar el sistema gradiente asociado a la funcién:
¢ = ax® + 2bxy + cy?,
donde ac — b # 0.
3. Estudiense las orbitas del sistema gradiente (1.12) asociado a la funcién:
¢ = pe v /2-v?/2

A tales efecto se sugiere primero analizar los puntos criticos. Para el com-
portamiento global de las 6rbitas se propone comprobar que la funcion:

V =logly| — log /|1 — a2

es constante sobre las soluciones de la ecuacion.
Observaciones. La grafica de la superficie z = ¢(x,y) se representa en
la Figura 1.2, mientras el campo de direcciones se traza en la Figura 1.3.

4. Pruébese que si 7. es una curva de nivel, lo cual lleva implicito que V¢ # 0
en cada uno de sus puntos, entonces V¢ es ortogonal a 7,



38 CAPITULO 1. TEORIA CUALITATIVA

1.8. La ecuacion orbital

Consideremos la ecuacion (1.6)

= f(I7y)
y = g(z,y)

cuyo segundo miembro suponemos de clase C' en un dominio G del plano.

Estudiamos la orbita v que pasa por pg = (xo,yo) desde un nuevo punto de
vista. Suponemos que py no es punto critico (en caso contrario todo esta dicho).
Entonces f(po) 6 g(po) son no nulos, por ejemplo f(pg) # 0. Llamamos € la
componente conexa del conjunto

{(z,y) : f(z,y) # 0} (1.13)

a la que pertenece pg.

Entonces se tiene que aquella parte de v que pasa por py y se encuentra
contenida en 2, es decir la componente de v N Q que pasa por pg, coincide con
la grafica de la solucion maximal y = Y (z) del problema

dy  g(x,y)
& fay — OWE? (1.14)
y(:co) = Yo-

Normalmente, la érbita completa ~ puede cruzar varias de las componentes
conexas del conjunto (1.13) a través del lugar f(x,y) = 0 que tipicamente consta
de la unién de varias curvas. En un punto (z1,y1) de la curva f(z,y) = 0 la
componente conexa de la o6rbita v en el abierto {(z,y) : g(x,y) # 0} se puede
expresar como la grafica de la solucién maximal z = X (y) del problema

dz_ f(z,y)
dy  g(z,y) (1.15)
z(y1) = z1.

Las ecuaciones (1.14) y (1.15) se denominan la ecuacion orbital y se pueden
escribir de manera conjunta como:

dx dy

flzy)  glzy)

Todas estas ideas se extienden facilmente al caso n-dimensional.
Una descripcién mas detallada de las afirmaciones precedentes se recoge en
¢l Anexo al final de esta seccion.

Ejemplo 1.26 (Circunferencias). La ecuacién orbital de la ecuacion

=y
y/:_$7
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en la region y # 0 es

dy

de  y’
Las soluciones hacen constante la funcién V (z,y) = 22+%2. Se puede comprobar
que todas las 6rbitas son circunferencias.

Ejemplo 1.27. [Ecuaciones de Lotka-Volterra]. Las ecuaciones de Lotka-Volterra:

dx
d—j:Am—Bch
dy

—= =-C D
a y+ Dzy

constituyen un modelo sencillo para “imitar” la relacién trofica entre una presa
(z el namero de efectivos) y su depredador y en un medio. Las ecuaciones ganan
mucho si refieren a la poblacién de equilibrio:

C A
Te = 73, c= 55-
D %7 B
En efecto, llamando:
z Y
u=—, V==
Lo Yo
e introduciendo la escala de tiempos:
T=At
obtenemos: p
d—z =u(l —v)
(1.16)
d
diz: =av(u—1)

C
«a = —. Considerando la ecuacion orbital:

A
dv  av(u—1)

du ~ u(l—v)’
y haciendo separacién de variables se observa que la funcion:
V(u,v) = a(u —logu) + v —logwv,

se conserva sobre las soluciones de las ecuaciones de Lotka-Volterra en el primer
cuadrante, es decir, V(u(t),v(t)) es constante sobre cada solucion (u(t),v(t)).
Esto significa que las érbitas de la ecuacion yacen en las curvas de nivel de V.

Debe observarse que las funciones V' de los ejemplos anteriores se conservan
sobre las soluciones de las respectivas ecuaciones. Ello da pie a la siguiente
definicion.
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Definicién 1.38. Una funcion C', V = V(z), se dice una integral primera para
la ecuacion n-dimensional (1.1) si V(z(t)) = ¢ (constante) sobre cada solucidon

x(t).

Teorema 1.39. Una funcidn V =V (z) de clase C* es una integral primera de
la ecuacion (1.6) en G siy sdlo si

VV(z)- f(x) =0 (producto escalar)

para cada x € G.
Demostracion. Al considerar la funcion ¢(t) = V(x(¢)), ésta es constante si y

solo si ¢'(t) = 0, pero
¢'(t) = VV(x(t) - f(2(t)).

Observaciones 1.28.

a) Si la ecuacién (1.1) admite una integral primera en un abierto Gy v C G es
una orbita de la ecuacion entonces v C {o € G : V(x) = ¢} para cierta constante
c.

b) La funcién V(u,v) = a(u — logu) + v — logv es una integral primera de las
ecuaciones de Lotka-Volterra.

1.8.1. Ejercicios

1. Empleando la ecuacién orbital, estiidiense las o6rbitas de las siguientes
ecuaciones:

a)

¥ =xz+y
y=—xz+y

¥=xz(l—z—y)
y' =X —-z—y)

donde A > 0 es una constante.
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e)

v =z(1 -2 —19y?)
v =yl —2*—y?)

£)
=z
{y’ =z+y
8)
' =z(l —x)
{y’y

2. Calculese una integral primera para cada una de las ecuaciones del ejercicio
anterior.

3. Hallese una integral primera de la ecuacion:

2’ =x(x — 2y)

¥ =yly —22).
Con la ayuda de la integral primera y el campo de direcciones esttudiese el
comportamiento de las 6rbitas en el primer cuadrante.

4. Hallese una integral primera de la ecuacién:

{Jc’ = (22 - 1)6‘”2/2

2 _ .2 2
ylZIy€7p2/2 pr=x"+y°.

Anexo: La ecuaciéon orbital

Consideramos la ecuacién C! en un abierto G del plano:

o’ = f(z,y)
¥ =g(z,y).
Asimismo ] representa una componente conexa del conjunto {(z,y) € G :

f(z,y) > 0} que por el momento representamos como Q1 para abreviar. Te-
nemos la siguiente propiedad.

Proposicién 1.40. Sean py = (zo,y0) € QT y T la drbita de la ecuacién (1.6)
que pasa por po:

observada en Q. Entonces:

v ={(x.y) sy =hiz), =€ (a,b)}
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donde (h, (a,b)) es la solucion maximal del problema:

dy  g(x,y) .
& fay (OVEY (1.17)
y(xo) = yo-

Demostracion. El problema:

{xH:ﬂ%y) 2(0) = g

Y = g(ay) y(0) = gy (L18)

admite una tnica solucion maximal (z(t),y(¢)) definida en I, = (ay,w) con
(x(t),y(t)) € Q4 parat € I,. Como z/(t) > 0, = : It — (ay,by) define
un difeomorfismo con (a4,by) = z(Iy). Si z — 7(z) es la inversa de z(f) y
hi(z) = y(7(z)) entonces (hy,(at,by)) define una solucién de (1.17). Luego
(a4,b4+) C (a,b) y hy(x) = h(x) en (ay,by). Notese que en particular la solucion
del problema original se escribe en la forma:

(@(8),y(t) = (x(t), hy (x())  tely,

de donde,
'7+ ={(z,y) 1y =hy(z), z€ (ay,b4)}.
Ahora consideramos la solucién maximal (h, (a,b)) de (1.17). Introducimos el
problema:
{ ' = f(z,h(z))  x € (a,b)

x(to) = xo.

Su solucion maximal (&, (cg,wp)) satisface £(t) — a y £(t) — b cuando t — «p
y t — wp, respectivamente. Ello es consecuencia de que f(z,h(z)) > 0 para
€ (a,b). Asimismo:

(z(t),y(t)) = (£(1), h(E(®))) ¢ € (ao,wo)

es solucion de (1.18). En particular (ag,wo) C I+ luego £(a,wo) = z(ag,wo)
es decir (a,b) C (a4,bs). De lo establecido més arriba (a,b) = (ay,b1) y por
tanto h = hy, luego hemos terminado. O

Observacion 1.29. Una cuenta alternativa para comprobar que la solucién

<h+($), (a+7 b+)>

coincide con (h, (a,b)) es como sigue.

Trataremos de probar directamente que hi no se puede prolongar como
solucion de (1.17) a la derecha de by.

Esto es sin duda cierto cuando o bien b = oo o bien no existe lim, 5, h ()
o tal limite es d+oo. Suponemos por tanto que tanto by como hy(by—) :=
lim, 5, hy () son finitos.
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Notese que una condicién necesaria para que hy se pueda prolongar es que
(b4, hy(by—)) € QT (1.19)

Si nos fijamos ahora en wy pueden pasar dos cosas. O bien w; = 0o o bien
w4 < 0o. En el primer caso notamos que z(t) resuelve:

2'(t) = f(x(t), hy (1)),

de donde al ser lim;_, o, 2’(t) = 0 resulta que:
f(bg, hy(by—)) = 0.
Esto es incompatible con (1.19). En el caso wy < oo debe ser:
ltm(a(t), y()) = (by, b (bs—)) € DU,
pues (z(t),y(t)) es soluciéon maximal de (1.18). Una vez més (1.19) no se cumple.

En la siguiente propiedad Q% representa una componente de {(z,y) € G :

f(x,y) > 0}.

Proposicién 1.41. Sea v una drbita de la ecuacion (1.6). Entonces cada com-
ponente de v N QT se representa mediante la grifica en R? de una solucién
mazimal de la ecuacion orbital

dy _ 9(x,y)
de  f(z,y)’

observada esta ecuacion en Q7F.

Demostracion. Supongamos que Z : (a,w) — R? parametriza la érbita com-
pleta v mientras que 7' es una componente fijada de v N QT. Afirmamos que
~v' = Z(a/,w'), es decir, que v/ se parametriza completamente sobre un intervalo
abierto (o/,w’) C (o, w). Si esto es asi resulta que z'(¢) > 0 en (o/,w’) y por
tanto z(t) es invertible sobre un intervalo imagen (a,b) mediante ¢ = 7(x). Es
decir, v/ = {(x,h(z)) : a < z < b}, h(z) = y(7(z)). Razonando como en la
proposicion anterior se concluye que y = h(z) constituye una solucién maximal

de
dy _9
de  f’

Para probar la afirmacién suponemos primero que 7 es cerrada. En este
caso debe haber al menos un punto pg de v en Q~. Suponemos sin pérdida de
generalidad que py = Z(0). Se observa entonces que T : (0,7) — v\ {po} es
un homeomorfismo y como 7" C v\ {po} existe un conexo J C (0,T) tal que
zZ(J) =+'. Es muy facil ver que J es abierto y hemos terminado.

En el caso en que v es abierta es posible demostrar que Z : (a,w) — 7
es un homeomorfismo, donde v se observa con la topologia inducida por R2.
Este hecho es consecuencia de que en el plano las érbitas abiertas carecen de
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puntos recurrentes® ([11], p. 248). Ello permite probar que la parametrizacién
es abierta sobre su imagen (se omiten detalles por brevedad). Por consiguiente
J = Z71(v') es conexo y abierto (ésto tltimo es facil de probar) y concluimos
la demostracion.

O

Observacién 1.30. Si v es una 6rbita de la ecuacion (1.6) y QT = {(z,y) €
G : f(z,y) > 0} entonces QT = UQ, donde O} son las componentes de QF.
Entonces:

YNt =U,(yNQH),

y cada componente de v N2 se representa mediante la grafica de una soluciéon
maximal de la ecuaciéon orbital

dy _ g(z.y)

dz f(x,y)
Si Q7 = {(z,y) € G : f(z,y) < 0} y Q. son sus componentes, entonces
YN Q™ = Up(yN Q) y un analisis idéntico al de arriba prueba que cada

componente de yNE2,, se representa mediante la grafica de una solucién maximal
de dicha ecuacioén.

Anélogamente, si AT = {(z,y) € G : g(z,y) > 0}, A~ = {(z,y) € G :
g(z,y) < 0} y sus componentes son A entonces las componentes de v N A se
representan mediante las graficas de soluciones maximales de la ecuacién orbital:

dr _ f(z,y)
dy  g(x,y)

observada en A,

Finalmente, si la 6rbita v no es un punto critico entonces v C QT U Q™ U
AT U A™ luego se describe totalmente mediante la grafica de una de las dos
versiones de la ecuacién orbital.

Ejemplo 1.31. [Ecuaciones de Lotka-Volterra]. Las 6rbitas de la ecuacion

ol — A B
@' = Av = Bry A,B,C,D >0,
y' = —Cy+ Duy,

en el primer cuadrante G = {(z,y) : © > 0,y > 0}, se pueden describir mediante

la grafica de las soluciones de

dy —Cy+ Dxy

dr Az — Bzy '’

cuando dichas é6rbitas se observan en los dominios:

v-ped) v-fod)

2Se dice que un punto g € 7y es recurrente si existe t, — 00 0 t, — —oo tal que Z(tn) — q.
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Alternativamente, los trozos de las o6rbitas que yacen en las regiones:

C C
+ _ el - _ el
A —{m> } A {x< },

no son otra cosa que las graficas de las soluciones de la ecuacion:

dx Ax — Bxy

dy  —Cy+ Dzy’

Como se vio, las érbitas se representan de manera conjunta mediante las
curvas de nivel de la funcion:

V(z,y) = Alogy — By + C'logz — Dx.
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1.9. Sistemas hamiltonianos

Definicién 1.42. Un sistema hamiltoniano definido en un dominio G C R2 es
toda ecuaciéon de la forma:

=V,

yl = _Vfbv

en donde V(z,y) es una funcién de clase C' en G.

La notacion H(x,y) en lugar de V(z,y) es mas usual en mecanica donde se
la llama la funciéon hamiltoniana. Es inmediato comprobar que V' se conserva
sobre las soluciones.

Proposicion 1.43. La funcién V constituye una integral primera del sistema
hamiltoniano.

La ecuacion orbital de un sistema hamiltoniano es:
dy Yy
dz V.’
luego si “despejamos” formalmente las diferenciales® obtenemos:

Vedx 4+ Vydy = 0.

Es decir, las ecuaciones orbitales de los sistemas hamiltonianos son ecuaciones
exactas.

La siguiente propiedad se sigue del estudio de las ecuaciones exactas en el
capitulo de integracién elemental.

Proposicién 1.44. Sean f, g funciones de clase C' en un dominio G del plano
Y SUPONGAMOS qUE

af 0dg

Entonces, todo pg € G que no sea un punto critico de la ecuacidn:

' = f(z,y)
v =g(z,y),

admite un entorno U en el que estd definida una funcion V =V (x,y) de clase
C! (iinica salvo constantes aditivas) tal que:

v ov

=% 9=

en U. En particular, la ecuacion es hamiltoniana en U y V(z,y) es una integral
primera en dicho entorno.

Si ademds, G es simplemente conexo, entonces V se puede definir en la
totalidad del dominio G.

3Esto es una pura manipulacién simbolica.
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Observacion 1.32. Como comprobaremos en los ejemplos que siguen, la existen-
cia de una integral primera en el entorno de un punto critico en el plano trae
como consecuencia la existencia de infinitas 6rbitas cerradas rodeando a dicho
punto. Esta configuracion se llama un centro no lineal.

Usando las ideas de la Proposicion 1.44 se establece un resultado similar
para sistemas gradiente.

Proposicién 1.45. Sean f, g funciones de clase C' en un dominio G del plano
Y SUPONGaMos que
of _ 9

oy Oz

Entonces, todo po € G que no sea un punto critico de la ecuacion:

x = f(xay)
Y =g(z,y),

(x,y) € G.

admite un entorno U en el que estd definida una funcion V =V (z,y) de clase
C! (iinica salvo constantes aditivas) tal que:

oV ov

I="% 9= %

en U. En particular, la ecuacion define un sistema gradiente en U.
Si ademds, G es simplemente conexo, entonces V' se puede definir en la
totalidad del dominio G.

1.9.1. Sistemas conservativos unidimensionales

La ecuacién:
2" + f(z) =0, (1.20)

define una generalizacion de la ecuacion del péndulo. Se puede escribir,

=y
Y =—f(z).

Una funcién hamiltoniana de la ecuacion (por tanto, una integral primera) tiene
la forma:

[ V)

Viey) =5 + Fla)

donde .
F(x) = f(s) ds.
0
Para trazar las o6rbitas de la ecuacién basta construir las curvas de nivel de la
funcién V', poniendo atenciéon en aquellos casos donde dichas curvas contienen
puntos criticos.
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Los puntos criticos del sistema son de la forma (z,y) = (z*,0) donde f(z*) =
0. Como:

tales z* son exactamente los puntos criticos de la funcion F(x).
Se distinguen ahora dos casos:

a) f'(z*) > 0. Entonces z* es un minimo relativo estricto de F' y para valores
¢ de la energia:

cF=F@@")<e<c +94

las curvas de nivel V' = ¢ constituyen orbitas cerradas (curvas de Jordan)
cuya expresion explicita es:

y==+v2(c — F(x)).

El punto (z*,0) estd rodeado por una familia de ortitas cerradas: se le
denomina un centro no lineal.

b) f'(z*) < 0. En este caso, z* define un maximo relativo estricto de F. El
punto (z*,0) es un punto de silla y para ¢* = F(z*) la curva V = ¢*, es
decir:

y==+v2ct = F(z)),
contiene a las variedades estable e inestable de (*,0). Agrupa asf al punto
critico y localmente, a cuatro semiorbitas (dos positivas, dos negativas).
El resto de las érbitas proximas a (z*,0) se construye dandole valores a c:
cF—d<ec<c+94

v trazando las las curvas de nivel V = c en la forma:

y=+v2(c — F(x)).

En el caso especifico de la ecuaciéon del péndulo sin fricciéon:
0+ senf =0

una integral primera es:
v? .
V:?Jr(lfcosQ), v=2_0.

Los puntos (2km, 0) son centros no lineales y los puntos ((2k+1)m, 0) son puntos
de silla.
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1.9.2. Orbitas y conjuntos de nivel

Ya se dijo que si V es una integral primera de la ecuacion (1.1) en un dominio
G del plano entonces sus 6rbitas estan contenidas en los conjuntos de nivel

{(Cﬁ,y)/V(l‘,y) = C}

(c = constante). El ejemplo del péndulo muestra que V(z,y) = ¢ puede contener
mas de una orbita.

Sin ir mas lejos, si z(t) es una solucién de (1.1) en R™ tal que z(t) # x* y
satisface z(t) — z* cuando ¢ — 0o 6 t — —oo entonces tanto la 6rbita v de x(t)
como {z*} se encuentran en el mismo conjunto de nivel V(z) = ¢ (jpor qué?).

En el caso de sistemas hamiltonianos, la siguiente propiedad permite conocer
el ntmero de 6rbitas que yacen un conjunto de nivel V = c. Nétese que en
algunos casos patologicos pudiera haber una infinidad de dichas 6rbitas.

Proposicién 1.46. Sea V : R? — R una funcion C? y consideremos el sistema

=V,
y/ = 7Vx~
Sea P el conjunto de puntos criticos de dicha ecuacion. Supéngase que el con-

junto de nivel {V = c} es no vacio. Entonces en {V = c}\P hay tantas drbitas
como componentes conexas tenga dicho conjunto.

Ejemplo 1.33. La ecuacién

=y
y/=x2—x,

estd en las condiciones de la propiedad para la funcién:

2 22 3
V = 7y7 4+ - — i
2 2 3
El conjunto,
1
V } =
(@,y) = &

consta de cuatro orbitas. Una de ellas el punto critico (1,0). Si de V = 1/6
quitamos (1,0) obtenemos tres componentes conexas que son las Orbitas no
triviales que hay en V = 1/6. La componente conexa acotada es una oOrbita
que conecta el punto (1,0) consigo mismo empleando un tiempo infinito en el
trayecto. Tal érbita se llama homoclinica.

Demdstracion de la Proposicion 1.46. Comenzamos con una observacion. Sipg =
(x0,y0) € {V = ¢} \ P entonces, por el teorema de la funcién implicita, existe
un entorno Uy de po en R? tal que:

(V= \P)nUo={(z,y) 1y = h(z) z € (xo — €, 20 + &)}
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para ciertos € > 0 y una funcién h(x) de clase C! en (¢ — &, 20 + ¢) (hemos
supuesto que f =V, # 0 en po, caso contrario g = —V,, es no nula en py y una
afirmacién analoga es cierta si intercambiamos los papeles de x e y).

Notese que y = h(x) es la solucion en (zo — €,z + €) de la ecuacion orbital

dy _ g
dr  f
con la condicién inicial y(xg) = zo.

Sea ahora 7 una o6rbita cualquiera en {V = ¢} \ P parametrizada por una
solucion (£(t),n(t)), t € (a,w). Sabemos que v C {V = ¢} \ P y como 7 es
conexa, esta contenida en la componente conexa C en {V = ¢} \ P que pase por
cualquiera de los puntos de 7.

Probamos en primer lugar que v es un abierto en {V = ¢} \ P. En efecto si

po = (&(to), n(to)) sabemos que:

mientras

¢ = f(& n(E))
con la condicién inicial £(tg) = x¢. Como f(z, h(x)) # 0 en (zo—e, xo+¢) se tiene
que £(t) recorre la banda (zg — €,z + €) en tiempo finito y como (£(¢),n(t)) es
una solucién maximal, el intervalo de tiempo donde ello transcurre estd incluido
en (a,w). Ahora si £(t) recorre (xg—e, zg+¢) ello significa que (£(¢),n(t)) recorre
completamente {V = ¢} \ P) N Uy que esta entonces contenido en +.

Ahora demostramos que v es un cerrado en {V = ¢} \ P. Supongamos
que p* = (a*,y*) = Um(&(ty),n(tn)) v sean U* y h*(z) el entorno y la funcion
introducidos al comienzo de la prueba y asociados al punto (z*,y*) ((z* —e,2*+
e) es el dominio de existencia de h*). Para n grande se tiene que (£(t,),n(tn)) €
U* por lo tanto si £* = £(¢,,) entonces £(t) resuelve:

"= f(&R7(E))

con dato inicial £(t) = £* en t = t,,, con n(t) = h*(£(t)). Como f(&,h*(£)) # 0
en (z* —¢e, " +¢) entonces £(t) toma todos los valores del intervalo (z*—e, z* +¢)
en un entorno finito de t,. En particular £(¢*) = 2* y n(t*) = h(z*) = y* (se ha
tenido en cuenta que (£(t),n(t)) es una solucién maximal). Luego p* € .
Como 7 es a la vez abierto y cerrado en {V = ¢} \ P entonces v = C y hemos

terminado.
O

La siguiente propiedad resulta de mucha utilidad para ampliar el alcance de
la, Proposicién 1.46.

Proposicién 1.47. Sean (f,g) un campo C' en un dominio G del plano y i =
w(z,y) una funcion continua en G que no se anula nunca (por tanto mantiene
el signo). Entonces las ecuaciones (1.7) y

v = p(z,y)f(x,y)
Y = p(z,y)g(w,y),
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poseen exactamente las mismas orbitas en G.

1.9.3. Interacciones presa y depredador

El punto p. = (1,1), es un equilibrio para las ecuaciones de Lotka-Volterra

(1.16). La matriz:
f(pe) = (2 _01) :

Los autovalores son A\ = +iy/a y por tanto el comportamiento de las érbitas
cerca de (1,1) es dudoso desde el punto de vista de los resultados descritos en
este capitulo. Sin embargo la funcién

V(u,v) = a(u —logu) + v —logv — (a+ 1),

permite describir las 6rbitas cerca de (1,1) (incluso en la totalidad del primer
cuadrante). Se comprueba que:

a) V es estrictamente convexa en u > 0,v > 0.
b) (1,1) es el tinico punto critico de V en el primer cuadrante.

¢) V(u,v) = oo cuando (z,y) tiende a cualquier punto de los semiejes u > 0
ov > 0. Ademas (1,1) es un minimo absoluto de V' en el primer cuadrante
en donde V toma el valor 0.

Para cada ¢ > 0 la curva de nivel I,
V(u,v)=c¢

representa una curva de Jordan (convexa) que contiene a (1,1) en su interior.
Como no contiene punto critico alguno se concluye (ver Teorema 1.50 en el
Anexo) que es la orbita de una solucion periodica. Ademas, I'. — (1,1) cuando
¢ — 0+. Por tanto (1, 1) tiene la estructura de un “centro” y por ello este tipo de
puntos se denomina un “centro no lineal”. Junto con el péndulo sin rozamiento,
se obtiene otro ejemplo mas donde la estructura lineal también se reproduce en
el caso no lineal. El primer cuadrante esta lleno de érbitas cerradas que rodean
al equilibrio (1,1). Representan las fluctuaciones periodicas del sistema presa
depredador en torno a sus valores de equilibrio.

Se comprueba asimismo que el origen (0, 0), el estado de extincion del siste-
ma, es un punto de silla. Los ejes constituyen sus variedades estable e inestable.

Observacion 1.34. El sistema (1.16) no siendo Hamiltoniano tiene exactamente
las mismas orbitas que

u =V,

v = -V,.

Basta multiplicar ambas ecuaciones por = uv para obtener (1.16). Se le aplican
asi las conclusiones de la Proposicién 1.46.



52 CAPITULO 1. TEORIA CUALITATIVA

1.9.4. Ejercicios

1. Decidir si los sistemas que siguen son de tipo gradiente o hamiltoniano.
En todos los casos esttidiense sus érbitas.

¥=x4+2y,y =—y
' =ys 4+ 2xy, y = w2+ 22y
=3 —2zy,y =y2 — 2wy

v =29 — 22y, Y =y2 — 12

o

R N O
8
\

7' = —sen2zseny, ¥y = —2sen x cos T cosy.
2. Se considera la ecuacién lineal:
'\ _ fa b\ [z
y) \c d)\y)’
a) Dénse condiciones para que sea un sistema gradiente calculando en ese
caso la funcién V.
b) La misma cuestion ahora relativa a sistemas hamiltonianos.

3. Hallense los puntos singulares y decidase —siempre que sea posible— el
comportamiento de las érbitas en las proximidades de dichos puntos:

=y
y =2’ -,

1
WA g (e >0),

w' +ce +u(l—u)=0 ceR.

En el caso a) demuéstrese que las soluciones (z(t),y(t)) de la ecuacion
hacen constante la funcién:

1 1 1
Vi(z,y) = §y2 + 5332 - Zx4-

4. Estudiense las 6rbitas de la ecuacioén:

2" +senx = 0.

5. Estudiar las 6rbitas de la ecuacion:

=y
y/:(ﬂ2*f£,
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1.9.5. Ejercicios adicionales

. Hallense los puntos singulares y decidase —siempre que sea posible— el

comportamiento de las 6rbitas en las proximidades de dichos puntos:
y=y—-1,y=x+y+5

2 =3x% — a2y, y = dry — 3y?

¥=(x+1)(y—2),y =22 —x—2.

2y =1— 29, 2h =23 + 29

2y =(r1—D(z2—1), b = (x1+ 1)(xz2+ 1)

. Esttudiense las 6rbitas de los siguientes sistemas auténomos no lineales:

¥ =22y =2? +y* + zy.
r=x+4+y+6,y=3r—y—6

3

o =% —2y73, y =322 — 2xy.

. Analizar las orbitas de la ecuacién:

' = (=3z —y)(z® +y* - 1)
y =2z(x?+y? —1).

Indicacion. Obsérvese que, tomando las debidas precauciones, la ecuacién
orbital es sencilla.
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1.10. Soluciones periédicas y el problema de los
dos cuerpos

Una cuestion de capital importancia de la que no se ha tratado es la de la
existencia de Orbitas cerradas de ecuaciones auténomas, que se conocen como
oscilaciones libres o ciclos entre otros nombres.

El ejemplo fundamental de érbitas cerradas lo brindan las érbitas de objetos
celestes (estrellas, planetas, satélites, etc) que es de donde se importd precisa-
mente la terminologia “érbita”.

El problema de los dos cuerpos, que tratamos a continuacién, se sitiia en los
propios origenes del cédlculo infinitesimal.

Se consideran dos cuerpos o masas mi y mso (dos objetos celestes) que in-
teractian entre si por efecto de la atracciéon gravitatoria mutua. Una prueba
rigurosa de que el movimiento relativo de los mismos siempre es una conica la
dio Newton por vez primera al integrar de forma geométrica las ecuaciones del
problema.

Como se explico en el Capitulo I —Ejemplo 77—si 7 es el centro de gravedad,
Ty — T, To — T son las posiciones relativas de los cuerpos con respecto al centro
de gravedad, T = Z9 — Z; entonces

T —F=—0%, To—7=(1-0)z,
donde 1 — 6 =my /M, 6 = ms/M y finalmente:

. z
T=—p—
donde p = GM = G(m; +m3). El movimiento de Z es plano, basta con derivar
el producto vectorial:

(TXZ)=ZXT+TxT=0,

luego = x Z = e (e constante) y T - e = 0. El movimiento es pues plano.
Usando entonces coordenadas polares (p, ) se llega a las ecuaciones:

. 12 I
pP— r0* = 7o
P2
P+ 2p60 = 0.
De la segunda relacién se deduce que J = ,029 es una constante del movimiento

que resulta especialmente relevante. En efecto, el area A barrida por la 6rbita
entre los instantes to y t (de dngulos correspondientes 6y y ) resulta ser:

(4

1

A) = [ 5000)* o,
0o

en donde p = p(0) en la 6rbita. Como p = p(t), 8 = 0(t), la velocidad areolar
(A(O(¢)) vale:
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La conservacién de J es entonces una prueba de la segunda ley de Kepler.

Por otra parte:

2

dt = £,
luego, si h = h(t) es una funcién de t:
dh _ Jdh
dt — p?do’
2h g d [ Jdh
di?  p?do <p2dt> ’

Para p = p(0):

P2 p3

Jd(Tdp\__p T
p% de \ p? dt

1
Poniendo u = — llegamos por fin a:
P

- L,
72
de donde:
u= %—&—Ccos(@—w), B > 0. (1.21)

El valor de las constantes J, w y C viene dado por las condiciones iniciales:
~ i6) = i0
To = poe"”?, To = p1e"t,

en la forma:

po = p1cos(br — 6p), 0y = Z—; sen(6; — 0p), J = p1posen(6y — b0g),

donde po = p(0), 6y = 6(0), mientras C'y el angulo w se deducen de la ecuacion:

en particular:

De la ecuacioén (1.21)
r= 1+ecos(d —w)’

— 1Y ., . ..
con p~! = —5, e = Cp, que es la ecuacién de una conica de excentricidad e.

No es dificil comprobar que e = 0 corresponde a la circunferencia, 0 < e < 1 a
la elipse, e = 1 a la pardbola y e > 1 al caso de la hipérbola. En consecuencia,
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las érbitas del movimiento relativo son cénicas. Obsérvese que en el caso de las
elipses y circunferencias se obtienen 6rbitas cerradas. Se deduce asi de forma
directa la existencia de movimientos periédicos en el problema.

En todos los casos, el origen = 0 esta localizado en uno de los focos de la
coénica, lo que significa que los planetas orbitan entorno al centro de gravedad
que constituye uno de los focos de la cénica. Cuando m; es mucho mas grande
que my (sol-tierra) se puede suponer que m ocupa el centro de gravedad, que se
mueve en movimiento rectilineo uniforme y que es mo quien orbita alrededor de
m1. Esta es la primera ley de Kepler que afirma que las 6rbitas de los planetas
alrededor del sol son elipses y que éste se halla en un de sus focos.

Suponiendo érbitas elipticas w constituye el argumento del “periastro” (“pe-
rihelio” en el caso del sistema sol-tierra, “perigeo” en el sistema tierra—luna). Es
el angulo que marca la posicién méas proxima del cuerpo ligero my (la tierra)
con respecto al mas pesado mq (el sol).

Con s6lo un poco de trabajo maés se prueba facilmente la tercera ley de Kepler
para orbitas elipticas que afirma que el cuadrado del periodo T' es proporcional
al cubo del semieje mayor de la érbita, con una constante que es independiente
del planeta (ver mas detalles en [8], una excelente introduccién a la mecanica
celeste). El periodo T es, obviamente, el ailo del planeta.

1.10.1. Ejercicios

1. Deduzcanse las expresiones para pg, 0y, J, C y w presentadas en el pro-
blema de los dos cuerpos. Demuéstrese la afirmacion alli enunciada sobre
la posicién que marca el perihelio.

Indicacion. Se tiene:
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1.11. Anexo: Orbitas que son curvas de Jordan

Presentamos algunos lemas (cf. [14]). En lo que sigue usamos las letras J, I
para designar los intervalos cerrados [a,b] v [, 5], respectivamente.

Lema 1.48. Sea h: J = R, J = [a,b], continua y localmente inyectiva. Enton-
ces h es inyectiva y por tanto estrictamente mondlona.

Demostracion. Observamos que si h es inyectiva en J entonces h(a) < h(b) 6
h(a) > h(b). En el primer caso por ejemplo, h(a) < h(y) < h(b) sia <y < b
pues si, pongamos por caso, h(y) > h(b) existiria a < ¢ < y con h(c) = h(b)
(teorema del valor medio) lo cual no es posible. Si a < = < y < b aplicamos el
razonamiento en el intervalo [a,y] y concluimos que h(a) < h(z) < h(y). Por
tanto h es creciente (estrictamente) en J.

Ahora probamos el lema. h es inyectiva en el intervalo [a,a + €] por tanto
creciente (por ejemplo) en [a, a + ¢]. Ponemos:

¢ =sup{t € [a,b] : h creciente en [a,]}.

Ha de ser ¢ = b pues si ¢ < b entonces h es estrictamente monotona en [c—4d, c+9]
para cierto § > 0 y por tanto creciente en dicho intervalo. Esto contradice la
definicién de c.

O

Lema 1.49. Sea ¢ : I — R™ wuna parametrizacion de Jordan con C = ((I) y
z:J — R"™ una parametrizacion C' (Observacion 1.7) con 2(J) C C. Entonces
eziste una unica funcién continua y estrictamente mondtona h : J — I tal que:

z(t) = ¢(h(t))
para cada t € J.

Demostracion. Como ( es inyectiva h = (1o 2.

Por otro lado z(t) es localmente inyectiva porque 2'(t) # 0 en J. En efecto,
ello implica que cada ty € J admite un entorno U donde alguna de las com-
ponentes z;(t) de z(t) es inyectiva, luego la propia z(t) es inyectiva en U. En
consecuencia, h también es localmente inyectiva.

Ahora ¢ : J = C, C = ((I) es un homeomorfismo porque es continua,
biyectiva y C es compacto (esta observacion es valida para todas las parametri-
zaciones de Jordan). Asi h también es continua y en virtud del lema precedente
hemos terminado. O

En el siguiente resultado consideramos f : G C R® — R", G un abierto, f
de clase C! y la ecuacién diferencial auténoma (1.1):

' = f(x).

Teorema 1.50. Sea C' C R" wuna curva de Jordan que no contiene puntos
criticos de la ecuacion (1.1). Sea z(t), t € (a1,w1), una solucion mazximal de
dicha ecuacidon cuya orbita v C C. Entonces x(t) es una solucion periddica y
v=C.
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Demostracion. Como C es un compacto de los resultados de prolongacion se
sigue que (a1,w;) = Ry xz(t) estd definida en todo R.

Suponemos que ¢ : I — R™, I = [«, 8] es una parametrizacién de Jordan
cerrada que parametriza C, por tanto ¢ es inyectiva en [, 5) v ((a) = ¢(B).
Ahora observamos que la extension T-periddica ¢ de ( a R, T = 8 — «, es tal
que la restriccion §| 1, de ¢ a cualquier intervalo de la forma Iy = [to,to + T
es también una parametrizacion de Jordan de C. Esto nos permite suponer
que el valor inicial 2(0) de la solucién coincide con el punto inicial-final de la
parametrizacion:

Ahora definimos:
c=sup{t > 0:z[0,t] # C}.

Primero observamos que ¢ > 0 porque z[0,e] — 2(0) = {(«) cuando € — 0+ y
C no es un punto.

Por otro lado, para 0 < ¢’ < ¢, [0,¢'] € €’ C C donde C’ es un arco de Jor-
dan. En efecto, observamos que C'\ {z(0)} =~ (a, #) (“~” = “homeomor{o”). Por
otro lado, (0, ¢’) es conexo en C'\ {z(0)} luego ¢~ (x(0,¢’)) es un subintervalo
estrictamente contenido en (o, 3) lo que significa que ¢~!(z(0,¢')) C (o, 8 — €)
o que (" (z(0,¢')) C (a+¢,B) para algin €. Suponiendo por ejemplo el primer
caso, z(0,¢') C ([a, B — €. Por continuidad z[0,¢’] C ([, 8 — €] que prueba la
afirmacion formulada si se toma C’ = ([a, 5 — €.

Por el lema precedente existe h : [0,¢'] — [, 8 — €] continua, creciente y
dnica tal que:

z(t) = C(h(t))  te]0,c].

Como ¢’ < ¢ es arbitrario la aplicacion h se puede extender por unicidad a una
aplicacion continua y creciente h : [0,¢) — [«, 8] tal que

para todo ¢ € [0,¢). Vamos a llamar v = lim;_,. h(t) que existe y cumple o <
v < 8. En primer lugar podemos concluir que ¢ < oo pues en caso contrario
existirfa:
xt = tlgrolo x(t) = slgr}/((s)
Entonces z* seria un punto critico de la ecuacién en v lo cual no es posible.
Como ¢ < oo extendemos h a [0, ¢] definiendo h(c) = 7. Tenemos entonces
que z(c) = () y afirmamos que v = 8. Caso contrario 7 < 8y

z[0, ] = ([, 7] # C = (|, B].

Como ([B — 2e1,8 — e1] Nz[0,¢c] = 0 (e1 pequeiio) resulta z[0,c + €] # C que
contradice la definicién de ¢. Por tanto ha de ser v =8 y

z[0,c] =C

con z(c) = h(B) = x(0). O
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Se demuestra a continuacién el Teorema 1.21

Teorema 1.51. Siy es una érbita compacta de (1.1) y no es un punto critico,
entonces es la orbita de una solucion periddica.

Demostracion. Demostramos que y no puede ser abierta. Si v es compacta,
la solucién z(t) que la parametriza estd definida en todo Ry  : R — ~ es
una biyeccion continua en caso de ser v abierta. Por otro lado la condicién
x'(t) # 0 implica que z(-) define un homeomorfismo local sobre su imagen ~.
En efecto cada punto ty es centro de un intervalo compacto I sobre el que x
es inyectiva. Como z(I) es compacto, x : I — z(I) es un homeomorfismo (de
hecho este argumento prueba que todas las soluciones no constantes definen una
aplicacion recubridora sobre su orbita). Si v es abierta (de acuerdo al teorema de
clasificacion) resulta que R es homeomorfo a v y v no puede ser compacta. [
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Capitulo 2

Problemas de contorno.
Teoria de Sturm—Liouville

2.1. Ecuaciones lineales. Solucion fundamental

Sean po(t),...,pn(t) funciones continuas en [a,b] en donde po(t) # 0 para
todo t € [a,b]. Dada f € Cla,b], el problema de valor inicial para la ecuacion
diferencial lineal de orden n:

po)z ™ () + -+ pa(D)z(t) = f(t)  t€[ab]

consiste en resolver:

(2.1)

en donde la expresiéon
Lz =po)z™ () + -+ pu(t)z(t),

es lo que se denomina un operador diferencial lineal de orden n.
El operador £ define una aplicacion lineal:

L: C"a,b] — Cla,b]
x(t —  La(t).

El nucleo de L:
Ker (£) = {z(t) € C"[a,b] : Lz =0}

es el espacio de soluciones de la ecuacién homogénea
Lx =0.
La solucién del problema (2.1) se calcula como la suma:

2(t) = y(t) + =(t)

61
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donde y resuelve:

Ly=20
)y B (2.2)
ya)=ng, k=0,...,n—1,

mientras z es solucién de:

Lz=f
{ (k) (2.3)

2.1.1. Solucién de (2.2)

Para hallar la solucion de (2.2) se sabe que el espacio de soluciones de la ecua-
cion homogénea es un espacio vectorial de dimension n. Una base {1 (), ..., on(t)}
del mismo es lo que se conoce como un sistema fundamental de soluciones de la
ecuacion. Las soluciones de:

tienen la forma:
y(t) = Cl@l(t) + -+ Cn(Pn(t) C; € R

Para el cumplimiento de las condiciones iniciales las constantes deben ser solu-
ciéon del sistema:

e1(t) e en(t) c1 Mo
R =1 (2.4)
gogn_l)(t) gpﬁf‘l)(t) i—a \Cn NMn—1
El determinante de la matriz de coeficientes
e1(t) e en(t)
W(t)=W(pr,...,on)t) =| :
n—1 n—1
AW e
se denomina el determinante Wronskiano de las funciones ¢4 (t), ..., @, (t).
Se sabe que n soluciones {11 (t),...,¥,(t)} de la ecuacion
Ly =0,
conforman un sistema fundamental en [a,b] si y solo si su Wronskiano
Pi(t) . (D)
W(t) =W (Wr,....¥n)(t) = : : 40 Vtelab].

n—.l n—.lt
Dy L DO
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Por lo tanto el sistema (2.4) es resoluble. Mas atn, las condiciones iniciales
pueden fijarse en un tiempo inicial ¢y € [a,b] cualquiera porque la matriz de
coeficientes es en ese caso

ei(t) o enlt)

nfll . n.fl
(pg )(t) tet 9951 ) ‘t:to

cuyo determinante W (tp), sabemos ahora, es no nulo.
Por otro lado, si {¢1(t),...,¥,(t)} son n soluciones de la ecuacion

Ly =0,

se sabe que su Wronskiano W (t) = W (41, ...,%,) cumple la ecuaciéon diferen-
cial:

r_ _pl (t)

Po(t)

Este es el contenido del teorema de Liouville. Si ¢y € [a,b] es cualquier valor
fijado se tiene

w t € la,b].

t p1(s)
W (t) = W(to)e™ Jro oy 4,

Por tanto la condicion necesaria y suficiente para que W(t) # 0 para todo t €
[a,b] es que Ftg € [a, b] tal que W (to) # 0. Esto simplifica las comprobaciones de
cuando es sistema fundamental una familia dada {11 (¢), ..., ¥, (t)} de soluciones
de Ly = 0.

2.1.2. Solucién de (2.3)

Usando un sistema fundamental de soluciones de la ecuacion, {¢1(t), ..., ¢n(t)},
buscamos la solucion de (2.3) en la forma:

2(t) = ecr(B)r(t) + - - + ea()on(t) (2.5)

donde, como se ve, las constantes ¢; que se empleaban para resolver (2.2) se han
reemplazado ahora por funciones ¢;(t) (por eso el resultado final del calculo se
llama la “f6rmula de variacion de las constantes”). A las ¢;(t) se les pide que
satisfagan el sistema:

¥1 (t) s @n(t) Cll (t) 0
AP W)\ I

Con esto se logra que para 0 < k <n —1:

20() = ()l (1) + -+ e E) e a,b], 2.7)
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mientras:

() = zf((% L) 4+ ea®e® () te[ah]

Por lo tanto

Lz=f.

La solucién de (2.6) es:
Whi(t) f(t) 1<i<m,

donde W,,;(t) es el adjunto del elemento ni en la matriz de coeficientes:

ei(t) o en(t)
T Sl OO BN

Integrando:
1

ci(t) = /a me(s)f(s) ds.

Como ¢;(a) =0, yendo a (2.7) se consigue que:
2®)(a) =0 0<k<n-1.

Substituyendo en (2.8) resulta que:

n
¢ 1

2(t) = j mem(s)f(s)%(t) ds,

expresion que, bajo el nombre de férmula de variacién de las constantes, sumi-
nistra la solucién de (2.3).
La expresiéon bajo el signo integral se puede representar como:

@1(5) - (Pn(s)
1 : :
TS | gt )
501(t) A <Pn(t)

que se conoce como la “funcion de influencia” del operador L.

Proposicién 2.1. Para f € Cla,b] la solucion del problema (2.3) tiene la
forma:

A1) = / R(t, ) f(s) ds.
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En el cuadrado Q = [a, b] x [a, b] definimos la funcién:

R(t, s) a<s<t
K(t,s) =
(t;) {0 t<s<b

que se denomina la solucion fundamental del operador L.

Proposicion 2.2. La solucién fundamental K(t,s) del operador L tiene las
siquientes propiedades:

0K oK

TR Ty son continuas en Q.

i) Las funciones K,

n—1
it) La funcion o

th y QT = {t < s <b}. Sin embargo, para a < s < b se tiene que:

es continua en cada uno de los tridngulos Q— = {a < s <

) 8"_1K ) 8"—1]{
A gt (b9) = lim S (t9) =

po(s)’

iti) Como funcidn de la variable t, K(t,s) resuelve la ecuacion Lz = 0 en cada
uno de los intervalos a <t < s y s <t <b por separado.

w) La solucion del problema (2.3) se representa en la forma:

b
z(t) = / K(t,s)f(s) ds.

Observacion 2.1. Es usual definir soluciéon fundamental T'(¢, s) del operador £
como toda funcion que cumple las propiedades i), ii), iii) de la proposicion. Debe
notarse que hay una infinidad de tales funciones I'. La condicién iv) determina
I" con unicidad y es lo que aqui denominamos solucién fundamental.

Ejemplo 2.2. Para el operador Lz = z” — x en el intervalo [0,1], ¢1 = cosht,
o =senht y se tiene que pgW = 1.

R(t, s) = sinh(t — s).

La solucién de

es

sinh(t — s) a<s<t
K(t,s) = - .
(6:9) {0 t<s<b
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Para los célculos de la solucién fundamental y més tarde la funcién de Green,
la expresion del térmio poW tiene gran importancia. Trataremos especialmente
con operadores de segundo orden:

L(z) = po(t)z” + p1(t)z’ + pa(t)x.
De estos casi siempre trabajaremos con operadores de la forma:
L(z) = (p(t)a") + q(t), (2.8)
que diremos adoptan la “forma autoadjunta’”.

Proposicion 2.3. Sea L un operador lineal de sequndo orden de la forma (2.8).
Entonces, cualesquiera que sean las soluciones ¥1,vs de Lo = 0 se tiene que su
Wronskiano W (t) cumple:

pOW(t) =c,

donde ¢ es una constante.

2.1.3. Ejercicios

1. Bajo qué condiciones sobre los nameros a;; es {¢1(t), p2(t)} un sistema
fundamental de soluciones de

' —x =0,

donde

_ t —t _ t ¢
p1 = ane +ane 2(t) = aize” + aze™".

2. Hallar la solucién fundamental de los siguientes operadores diferenciales
lineales:

Lzx=z"+z

Lrx=21"—2x

Lz =2a" — 22" + b5z

)
)

c) Lz=2a" — 32" + 2z
)
) Lo =t22" —2ta’ + 22
)

Lx=(t—1)%2"+(t—1)2" —z.

3. Hallese la solucién de los siguientes problemas de valor inicial:

=t
z(0) =0, 2/(0) =1
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b)
' —r=-1
)=1, 2/(0) =0
c)
x’ —3m +2x—%
~ 420 =0
d)
z’ —230 + 5x = bt
)=0, 2/(0) =1

t2 " otx' 4+ 2x =2
)=1,2(1)=0

t-—1%"+(t-1)2' —xz=1
z(2) = -1, 2/(2) = 0.

4. & Sea I'(t,s) una solucion fundamental del operador

n

Lo = Zpi(t)x(n_i)y

i=0
de acuerdo con la definicién dada en la Observacién 2.1. Pruébese que la
funcién .

z(t) = / [(t,s)f(s) ds

define una solucién de:

Lz = f.
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2.2. Problemas de contorno

Nos centramos en lo que sigue en operadores diferenciales lineales de segundo
orden
Lx =po(t)x” + p1(t)x’ + pa(t)z,
donde t € [a,b] ¥ pi(t) € Cla,b], 0 < i <2, siendo py(t) # 0 en [a,b].
Un problema de contorno para el operador £ consiste en resolver:

po(t)z” + p1(t)a’ + pa(t)x = f(t) t € [a,b]
Bl(fc) =M (2~9)
82(x) =12,

en donde f(¢t) € Cla,b], n1,m2 € R y donde las expresiones B; son:

Bi(z) = miiz(a) + miax’ (a) + ny1x(b) + niaa’(b),

Ba(z) = marx(a) + masx’ (a) + no1z(b) + ngax’ (b).

Bi(x) =m
o o

se denominan las “condiciones de contorno”!. Nétese que se imponen a la solu-
cion en los extremos (la frontera) del intervalo de definicién [a, b] de la ecuacion.
Las condiciones de contorno se abrevian en formato vectorial en la forma unifi-

cada: By (2)
Blz) = (B;(:o)
de suerte que:

b)
B _ (M1 Mi2 x(a) nir Ni12 $(
(:I:) (m21 mo9 JJ/(a) t noq1 29 .Z‘/(b)
_ (%) z(b)
— M (m (a)> N (x o).
Por consiguiente, el problema de contorno se escribe en forma abreviada como:
Lr=f
B(z) =n
_ (™
" (772) |

ITambién condiciones de frontera o condiciones en el borde, “boundary conditions” en
inglés.

En (2.9), las relaciones

donde
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2.2.1. Algunas condiciones de contorno distinguidas

En este curso nos ocuparemos de manera exclusiva de las condiciones de
contorno “separadas” o de Sturm:

{Bl(:c) = aqz(a) + azz’(a) (2.11)

By (z) = Brz(b) + B22'(b),

donde los vectores (aq,2), (81, 82) son ambos no nulos. Se llaman separadas
porque los valores de z, 2’ en x = a, b aparecen separados en las condiciones de
contorno.

Casos particulares de éstas son las condiciones de Dirichlet:

las condiciones de Neumann:

y las condiciones de Robin:

Bi(z) = —2'(a) + az(a) N
{zsa(:v) — () + Falb), =0

Asi, los siguientes son ejemplos de problemas de Dirichlet, Neumann y Robin,
respectivamente:

{ﬁx = f(t) t € [a,b]
z(a) =m, x(b) =ne,
{Em = f(t) t € [a,b]
a'(a) =m, 2'(b) =ng,
Lz = f(t) t € la,b]
{—w’(a) +ax(a) =m, 2'(b)+ Bx(b) =n2.

Un ejemplo de condiciones “no separadas” son las condiciones periddicas:

Trataremos de ellas en algunos ejercicios. Un problema de contorno bajo condi-
ciones periddicas tiene el aspecto siguiente:

{Ex = f(t) t € [a,b]
2(b) —x(a) =m, a'(b) —a'(a) = na.
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2.2.2. Teorema de la alternativa

En la presente seccién continuamos bajo las hipétesis con las que venimos
trabajando, tratamos con el operador:

Lz = po(t)x” + p1(t)a’ + p2(t)x,

donde las funciones p;(t) son continuas en [a,b] y po(t) no se anula en dicho
intervalo.

Supongamos que L : RV — R es una aplicacion lineal. Resulta conocido
que el que L sea sobreyectiva equivale a que sea inyectiva. Otra manera de decir
lo mismo es que la existencia de una solucién de la ecuacién en x:

Lz =y,
Vy € RY, equivale a que la ecuacién
Lx =0,

solo admite la solucion x = 0. Esto no es cierto en dimensién infinita. Sin
embargo, los problemas de contorno que nos traemos entre manos “retienen” la
propiedad que acabamos que repasar para aplicaciones lineales en RY.

En el siguiente resultado el operador B representa el juego general (2.10) de
condiciones de contorno en x = a, b.

Teorema 2.4 (Teorema de la Alternativa). Las siguientes propiedades son equi-
valentes:

a) El problema de contorno:

Lr=f t € [a,b) (2.12)
B(z)=n '
admite una solucion Vf € Cla,b] y Vn € R2.
b) El problema de contorno:
Lxr=0 t € la,b]
2.13
{B(m) =0 (2.13)

solo admite la solucion trivial x = 0.
Demostracion. Las soluciones de
Lr=f
son
x = c11(t) + capa(t) + 2(t)
donde .
() = [ Kt.9)7() ds,
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con K la solucién fundamental.
Las soluciones de (2.12) se calculan resolviendo:

A (Cl) =1 - B(2), (2.14)

C2

donde:
A = col(B(p1), B(p2)) = (g;@ ) Ba(p2)

mientras las del problema homogéneo (z(t) = 0) son

A (2) =0. (2.15)

La validez tanto de a) como b) equivale a que

det A # 0.

Definicion 2.5. Se dice que el problema de contorno

Lrxr=0 t € [a,b]
B(x)=0

es no critico, también que las condiciones de contorno B son no criticas para

el operador L, cuando el problema homogéneo (2.13) sdlo admite la solucion

trivial © = 0. En caso contrario se dird que el problema (o las condiciones) son

criticas.

Corolario 2.6. Si el problema de contorno (2.13) es no critico entonces el
problema (2.12) admite, para cada f € Cla,b], n € R2, una tinica solucion.

Demostracion. La diferencia x4 () —22(t) de dos posible soluciones del problema
(2.12) es una solucién y(t) del problema homogéneo (2.13). Si b) se cumple la
diferencia y(t) es cero y ello quiere decir que (2.12) s6lo admite una solucion.
Esto por otra parte ya se observaba directamente en la demostracion del teorema
porque el sistema para ci, ¢y es resoluble con unicidad si se cumple b). O

Observacion 2.3. Como se ha visto, la matriz A juega un papel importante a la
hora de resolver un problema de contorno. Si {1, @2} es un sistema fundamental
de soluciones del operador £ y trabajamos en el intervalo [a,b], listamos las
matrices A correspondientes a las diversas condiciones de contorno:

1. Condiciones de Dirichlet:



72 CAPITULO 2. PROBLEMAS DE CONTORNO

2. Condiciones de Neumann:

3. Condiciones de Robin:

_ (—w&(a) +api(a) —¢h(a) + sz(a)>
@1 (0) + Bpi(b)  ¢1(b) + Bpr(b) )’

4. Condiciones de Periodicas:
A (@1(5) —¢1(a) @2(b) —

SRS

2(G))
@1 (b) — @i(a)  wh( h(a))”

Ejemplo 2.4. Estidiese la resolubilidad del problema de contorno:
" +x=g(t) t e [0,
2(0) +2'(0) = m
x(m) =12,

donde g € C[0, 7].
Solucion. Un sistema fundamental es ¢1 = cost, ps = sent. Al aplicar las con-
diciones de contorno:

Ben= (1) B =(p) = a=(C) o).

como det A =1 el problema admite una tnica solucién para g y 7 arbitrarios.
La solucién general de la ecuacion es

x(t) = ¢y cost + casent + z(t),
donde .
z(t) = / sen(t — s)g(s) ds.
0

5= (.fn)

Para hallar la solucién del problema resolvemos el sistemas:
C1 m
A = ,
<Cz) (772 - 2(77))

c1 =19 — z(n) co =m1 + 12— z(n).

Notese que

que da:

La solucion es:
x(t) = {—nacost + (1 + n2)sent} + {z(w)(cost — sent) + z(t)}.

En esta expresién hemos separado la parte que depende de n de la que depende
de g (que es donde interviene z).
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Observaciones 2.5. Los problemas de contorno (2.9) poseen propiedades carac-
teristicas de los problemas lineales. Si el problema homogéneo tiene soluciones
no nulas (no se cumple b)) éstas forman un espacio vectorial. Si y(¢) es una
de éstas y sucede que el problema completo (2.12) admite una solucion xo(t)
entonces, z(t) = xo(t) + y(t) también es solucion de (2.12). Es decir, si b) no se
cumple y (2.12) posee una solucién, entonces también posee infinitas soluciones.

Cuando el problema (2.13) es no critico, para f € Cla,b] y n € R?, cada uno
de los problemas:

Ly=0 t € la,b Lz = f(t) t € la,b
B(y) =n B(z) =0
admite una tnica solucién que denotamos:

y() =Hm) (),  2(t) =G()),

respectivamente.

Los operadores:
H: R? —  C?a,b
no— y=Hn)

G: Cla,b] — Ckla,b]
£ 2=G(f)

se denominan los “operadores solucién” de los correspondientes problemas de
contorno. En el caso de G, se denota:

C%la,b] = {x(t) € C*[a,b] : B(z) = 0}.

En este espacio se encuentran las soluciones del problema (2.12) cuando las
condiciones de contorno son nulas. Los operadores H y G son lineales.
Obérvese que la solucién z(t) del problema completo (2.12) se escribe

x(t) = y(t) + 2(t) = H(n) + G(f)-
El operador:

S: R?2xCla,b] — C?a,b]
(n, f) — oz =Hn)+G(f)

se denomina el operador solucién del problema (2.12).

Ejemplo 2.6. En el ejemplo precedente (Ejemplo 2.4)
y = H(n) = —mzcost + (1 +n2) sent,
z=G(g) = z(m)(cost — sent) + z(¢).

Proposicion 2.7. El conjunto de soluciones del problema de contorno homo-
géneo (2.13) bajo condiciones separadas (2.11) constiluye un espacio vectorial
de dimension uno, cuando las condiciones son criticas.
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2.2.3. Ejercicios
A Condiciones de contorno y problemas de contorno.

1. Discutir en términos del pardmetro A € R la existencia de soluciones de
los problemas:

—z" =Xz t€]0,1] —z" =Xz t€l0,1]
a) §z(0)=m b) {'(0) =m
J)(l) =12, Z‘/(l) =12,

Para ello se aconseja empezar el estudio por el caso homogéneo n; = 12 =
0.

2. Hallese la solucién de los problemas de contorno siguientes:

" +x=0 tel0,F] 2 —x=0 te]|0,log2]
a) 4 =(0) =m b) §'(0)=m
z(3) +2'(3) =ne, z(log2) — z'(log 2) = 72,
2 =32 +2x=0 tel0log2] 2" —22"+5x=0 tel0,]]
c)§2'(0) =m d) § #(0) =m
2'(log 2) = 12, () = 2,

e)
t22" —2tx' +22 =0 te[l,2]
(1) =m
1(2) =12,

(t—1)2%2"+(t—1)2' —x2=0 tec[2,3]
2(2) =m
a'(3) = n2.
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2.2.4. La funcion de Green

En esta seccién trabajamos con un operador
Lx = po(t)z” + p1(t)x’ + pa(t)x,

de coeficientes continuos en [a,b] donde py no se anula nunca, junto con unas
condiciones de contorno B no criticas, es decir, el problema (2.13)

Lx=0 t € la,b]
B(x) =0,

s6lo admite la solucion trivial z(¢) = 0. Bajo estas hipotesis, para cada f(t) €
Cla, b], el problema:

Lr = f(t t b

B(z) =0,
admite una tnica solucién:

x(t) = G(f)(t)

donde G : C[a,b] — Ca, b] representa el operador solucién de (2.16).
Definicion 2.8. Bajo las condiciones precedentes sobre L y las condiciones

no criticas B, el operador solucion G se denomina el “operador de Green” del
problema de contorno.

El objetivo de la seccién es probar que G se representa en la forma:

G()(®) :/ G(t,s)f(s) ds.

a

Se recuerdan las notaciones:
Q=la,b] x[a,b], QN ={(t,s)€Q:5>t}, Q ={(t,s)€Q:s<t},

mientras que la diagonal de @ se representa por A = {(t,s) € Q : s =1t}.
Se trabajara con funciones H € C(Q% \ A) que admiten extensiones conti-
nuas a QF. Esto significa por ejemplo que los limites:

lim H(t,s), lim H(t,s),
(t,s)—=(to,to),(t,5)€Q™ (t,8)—(to,to),(t,8)€EQT
existen aunque posiblemente son distintos. Obsérvese que en el primero los
(t,s) € Q™ mientras que en el segundo (,s) € Q7.
Noétese también que por ejemplo, en el caso del primer limite, hay muchas
maneras en que (¢, s) se puede aproximar a (to,to). En particular:
lim H(t,s) = lim H(tyg,s) = lim H(t,tg).
roto B g 1B = lim Hito,s) = lm H(b)
Recordamos ahora un resultado que se conoce como la regla de Leibnitz para
derivar integrales que dependen de parametros.
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0H
Suponemos que H (¢, s), E(t’ s) € C(Q~\A) admiten extensiones continuas

a @~ y definimos:
t
h(t) :/ H(t,s) ds.
Entonces, para cada to € [a, b]:

t t
OH OH

! —_— 1. o — 7. )

W (tg) = Um H(tg,s) Jr/a r (to,s) ds = tng}JFH(t,tg) Jr/a r (to, s) ds.

s—to—

oOH

, E(t’ s) € C(QT\ A) admiten extensiones continuas

Analogamente, si H(t, s)
aQt,
b
h(t) = / H(t,s) ds.
Ji

entonces, para cada ty € [a, b]:

b
oH
hl(to) = — h’m+ H(to,s) +/ W(to,s) ds =
t

s—to

b
— lim H(t,t0)+/ 8—H(t0,8) ds.

t—sto—

Obsérvese el cambio de signo en el primer término de ambas expresiones.

Proposicion 2.9. Sea I'(t,s) € C(Q) una funcidn que cumple las siguientes

propiedades:

. or o°r

i) —, —5
ot’ ot?

extension continua a QT y Q.

i1) Para cada tg € [a, ]

€ C(Q* \ A) de forma que cada una de tales funciones admite una

tm 25 (1) — tim Ot tg) = —
im — — lim — = )
t—to+ Ot * 0 t—to— Ot~ 0 p()(t())
FEquivalentemente:
or or 1
lim —(¢ — lim —(¢ = —.
Jim Gy (o s) = tim Frlto,s) = -5

#11) Para cada s € [a,b] la funcién de t, y(t) = T'(t,s) cumple la ecuacion:
Ly=0

en cada uno de los intervalos [a, s] y [s,b] por separado.
Entonces, para cada f(t) € Cla,b] la funcién:

b
x(t) :/ I'(t,s)f(s) ds

satisface la ecuacion:

Lx = f(t) t € [a,b].
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Observacion 2.7. La solucién fundamental K (t,s) es un ejemplo de funcion
I'(¢, s) con el comportamiento de la propiedad.

Demostracion. Escribimos:

b ¢ b
z(t) = / [(t,s)f(s) ds = / L(t, s)f(s) der/t L(t, s)f(s) ds.

Aplicando la férmula de Leibnitz, la primera derivada es:

t b b
20 = [ Gt ds+ [ Gresre) ds= [ Foes)ss) ds

La segunda:

0= tim G 9160+ [ 50076 as
~ i Sl s+ tb O (t5)1(s) ds =
= Lo+ [ R e s ast [ Thw s as
= Lo [ SR i

Por tanto:

O

Teorema 2.10. Sean L un operador diferencial en [a,b] y B unas condiciones
de contorno no criticas para L. Entonces existe una funcion G(t,s) € C(Q)
cumpliendo las propiedades siguientes:

oG 9°G
i) ETRAToR € C(Q* \ A) de forma que cada una de tales funciones admite una

extension continua a Q1 y Q™. Ademds, para cada tg € [a, D]

im 2% ¢ 10) — 1im 2t ty) = —
t—to+ Ot 1o t—to— Ot M) pg(to).
FEquivalentemente:
oG 1
lim — (¢ — lim — (¢ = .
S*g%, ot ( 0;5) sj>££1+ ot ( 075) pO(tO)

it) Para cada s € [a,b] la funcion de t, y(t) = T'(t,s) cumple la ecuacion:
Ly=0

en cada uno de los intervalos [a, s] y [s,b] por separado.
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#11) Para cada s € [a,b] la funcion de t, y(t) = T'(¢,s) satisface las condiciones
de contorno
B(y) = 0.

i) Para toda funcion f(t) € Cla,b] la solucion del problema (2.16):
Lz = f(t) t € [a,b]
B(z) =0,

se escribe en la forma:

b
2(t) = / G(t, 5)f(s) ds.
a
Mds atn, la funcion G(t,s) queda univocamente determinada por las propie-
dades i), i) y 1i).
Definicién 2.11. La funcién G(t,s) se denomina la funcion de Green del ope-

rador L bajo las condiciones de contorno B en el intervalo [a, b].

Demostracion del Teorema 2.10. Las propiedades i), ii) y iii) carcterizan G por-
que si dos funciones G1 y G2 las cumplen, para cada s € [a, b] la funcion de ¢:

y(f) =Gy (tv S) - GQ(ta S)v

es de clase C? en [a,b], cumle Ly = 0 y B(y) = 0. Por tanto y(t) = 0 para todo
t.
Para probar la existencia de G(t, s) se la busca en la forma:

G(ta 3) = Clgpl(t) + capp + K(t7 5)7

donde K es la solucién fundamental de £. Elegimos ¢1, c2 (a la postre funciones
de s) de forma que y(t) = G(t,s) cumpla como funcion de ¢t y para cada s fijo,
las condiciones B(y) = 0. Esto lleva a:

A (Cl> = -B(K-,s),

C2

donde A = col (B(¢1), B(p2)) y B(K-, s) significa que se aplican las condiciones
de contorno a K (t, s) observada como funcion de la variable ¢.
Como resultado obtenemos:

G(t,s) = K(t,5) = (p1(t)p2(t)) AT B(K ", 5).
La funcion G cumple las propiedades buscadas. U

Corolario 2.12. Bajo las condiciones del Teorema 2.10 sea G : Cla,b] —
C?[a,b] el operador de Green asociado al problema (2.16):

Lz = f(t) t € la,b
B(z) =0,
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es decir, la solucion del problema es:

b
2(t) = G(F)(t) = / G(t, ) f(s) ds.

FEntonces:

a) Vf € Cla,b]:

LGNE) = f(t)  VEe]ab],

b) Va € C?[a,b] tal que B(x) =0 se cumple:

G(Lx)(t) = z(t) vt € [a, b).

En particular G es el inverso del operador L : C3[a,b] — Cla,b], donde

CZla,b] = {x € C*[a,b] : B(z) = 0}.

Observacion 2.8. Una forma practica de calcular la funcién de Green, que se
inspira en la prueba del teorema consiste en poner:

G(t,8) = c1p1(t) + capa(t) + K(t, s),

donde, fijando s € [a,b] se observa al segundo miembro como funcién de t y se
le fuerza al cumplir las condiciones de contorno B:

aB(p1) + caB(yp2) + B(K(+,s)) = 0.

Se calculan asi c1, ca que resultan ser funciones de s.

2.2.5. Ejercicios

Funcion de Green.

. Calcular la funciéon de Green para el operador Lz = —2"(t) definido en el

intervalo [0, 1] bajo:
Condiciones de Dirichlet.
Condiciones de Robin tomando aa = 8 = 1.

. Es posible calcular la funcién de Green bajo condiciones de Neumann?

Solucidn. En el caso a) G(t,s) = 255(t + 1) parat < s < 1, G(t,s) =
%(54—1) para 0 < s < t.

. Resolver los problemas de contorno:

' +x=g(t) tel0,n] ' +x=g(t) tel0,n]
a)§ z(0) =0 b) { /(0) =0
x(m) =0, x'(m) =0,

en donde g € C0, 7).
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. Calcular la funcién de Green del problema:

RE—— teo3]
z(0)=0
() +2'(5)=0.
Resolver el problema para f(t) = sent.
Solucién. G(t,s) = —sent(sens + coss).
. Calcular la funcién de Green del problema:
" —x = f(t) t € ]0,log 2]
2'(0)=0
z(log2) — 2'(log2) =0
Resolver el problema para f(t) = senht.
Solucién. G(t,s) = (cosh s — senh s) cosht para s > t.
. Calcular la funcién de Green del problema:

{37”—2x’+5x= () t<l0.3]
z(0) = x(§) =0.

Resolver el problema para f(t) = 1.

Solucidn.

et; sen 2t cos 2s s >t.

G(t,s):{_et; cos 2t sen 25 s<t

. Calcular la funcién de Green del problema:

z" = 32"+ 2z = f(¢) t € [0,log 2]
2'(0) = 2'(log2) = 0.

Resolver el problema para f(t) =.

Soluciodn.

Gt s) = e(t=9) (4e=5 + ze') —2et — e2(t=5) s <t
T et (demo 4 Let) — et — 2¢2(9) s>t.
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2.2.6. Problemas de contorno autoadjuntos
Definicion 2.13. Un operador diferencial £
Lz = po(t)x” + p1(t)x’ + pa(t)x

de coeficientes continuos en [a,b] se dice autoadjunto si po € C'la,b] y p1(t) =
Py (t) para todo t € [a,b]; es decir:

Lz = po(t)x"” + py(t)x" + pa(t)x = (po(t)z") + p2(t)x.

Se observara de aqui en adelante la siguiente notaciéon. Todo operador auto-
adjunto L se escribira en la forma:

L(z) = (pz') + gz,
donde p € Cl[a,b], ¢ € Cla,b], p(t) # 0 para todo t € [a,b].
Proposicion 2.14. Toda ecuacion:

po(t)x” + pr(t)z’ + pa(t)z = g(t),
se puede escribir en forma equivalente como:
L(z) = [f(t)

donde el operador L es autoadjunto. Es decir, en la forma:

(pz') + qz = f(2).
Demostracion. Tras escribir la ecuacion en la forma:

2 + 4! (t) 2! pQ(t)x _ 1
po(t) po(t) po(t)

se multiplican ambos miembros por:

s-on{ [ 83},

(pz') + qz = f(t),

g9(t),

para obtener:

donde: Opa(t)
_ pbl)p2 _
1= po(t) 1)

Proposicion 2.15. Toda ecuacion en forma autoadjunta:

(p2)" +qz = f(1),
se puede escribir en forma equivalente como:
d?y

ﬁ + Q(T)y = h(T)a

en donde T es la nueva vartable independiente.
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Demostracion. Se escribe la ecuacién como:

p(pa’) + pqx = p(t) f(¢),

se introduce la nueva variable:

y resulta la ecuacién buscada en donde:

y(r) =a(p™H(1), Q1) =ple™ (1))a(e™ (), h(r) =ple~ (1) f(p~"(1)).
O

Proposiciéon 2.16. Sea Lz = (px’) + qx un operador autoadjunto y p1, 2 un
sistema fundamental de soluciones de la ecuacion

Lx=0.

Entonces:
p(OW(t) = p(t)W (g1, p2)

es constante en el intervalo [a,b].

Para establecer algunas propiedades relevantes de los operadores autoadjun-
tos necesitamos algunos hechos elementales.

Proposicion 2.17 (Identidad de Green). Sean Lz = (px’) + qx un operador
autoadjunto en el intervalo [a,b], y(t), z(t) funciones de clase C? en el intervalo
[a,b]. Entonces:

(Ly)z —y(Lz) = =W (y,2)]' = [p(y'z —y2")] VYt [a,b].

Definicién 2.18. En el espacio Rcla,b] de las funciones f : [a,b] — C acotadas
y Riemann integrables se define el producto escalar “de L*” entre dos funciones
f(t),g(t) como:

b
(fi9)re :/ f(t)g(t) dt.

Observacion 2.9. Una funcién f € Rcla,b] tiene la forma f(t) = fi(t) + ifa(t)
y su integral de Riemann es:

/:fz/abfl‘f'i/abfz-

Cuando las funciones f, g son reales su producto escalar (f, g) 2 es simplemente
la integral del producto. Siempre que escribamos (f, g) 2 supondremos que f, g
son reales, salvo que se advierta lo contrario.
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Proposiciéon 2.19 (Identidad de Lagrange). En las condiciones de la Proposi-
cion 2.17 y para funciones y(t), z(t) de clase C? en [a,b] y con valores complejos
se tiene que:

(Ly, =) 12 = (y, £2) 12 — P(OW (y(t), 2(6))] [ =",

Observacion 2.10. En caso de ser reales y(t), z(t) no es necesario poner Z(t).

Definicién 2.20. Sean Lz = (pz')' +qx un operador autoadjunto en el intervalo
[a,b] y B unas condiciones de contorno en x = a,b. Se dice que las condiciones
B son autoadjuntas para el operador L, o que el operador L es autoadjunto bajo
las condiciones B, o también, que el problema de contorno (2.16):

Lz = f(t) t € la,b]
B(x) =0,
es autoadjunto si:

W (y,2)][.—" =0, (2.17)

para todo para de funciones reales y(t),z(t) de clase C? en [a,b] que cumplan
Bly) = B(z) = 0.

Observacion 2.11. Si la condicion (2.17) se da para funciones reales, también es
cierta para funciones complejas porque el Wronskiano W (y, z) es bilineal en las
variables y, z, es decir:

Wy, z) = W(y1+iyz, z21+iz2) = W(yr, 21) +iW (y1, 22) +iW (y2, 21) =W (y2, 22).

Un para de funciones complejas y = y1 + iya, 2 = 21 + iz2 cumplen B(x) = 0 si
y solo si sus componentes ¥, z; las caumplen. De la realcion precedente resulta:

_\|t=b . . t=b

PW (y, 2)|,_, = Wy + iy2, 21 —iza)|,_,
t=b . t=b . t=b t=b
=pW(y,21)|,_, — W (y1, 22) |, + ipW (y2,21)|,_, + PW (y2, 22)|,_-

Luego:
_ t=b
(W (y(t), 2(t)]|,—, = 0,
se cumple si (2.17) es cierta para funciones reales que cumplen las condiciones

de contorno.

Proposicion 2.21. Sea Lo = (px’) + gz un operador autoadjunto en el inter-
valo [a,b]. Entonces, las condiciones de contorno B de la forma:

{51 () = anz(a) + 12/ (a) (2.18)

Ba(z) = asz(b) + S22’ (b),

«;, B; constantes, son siempre condiciones autoadjuntas para el operador L.
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Definicién 2.22. Unas condiciones de contorno del tipo (2.18) se llaman con-
diciones “separadas” o de Sturm.

Teorema 2.23. La funcion de Green de un problema de contorno autoadjunto
es siempre simétrica, es decir:

G(t,s) = G(s,t) Vt,s € [a,b].

En particular, las funciones de Green asociadas a condiciones de Sturm son
simétricas.

Demostracion. Sean f,g € Cla,b] arbitrarias. Ponemos © = G(f), y = G(g). De
la identidad de Lagrange se sabe que:

<£$>y>L2 = <xa£y>L2 = <f7g(g)>L2 = <g(f)7g>L2'

Se tiene entonces que:

/b /b(G(t, §) — G(s,))f(D)g(s) dsdt =0 ¥f,g € Cla, ]
o = G(t,s) = G(s,1).
O
Como se verd pronto, los operadores bajo condiciones de contorno autoad-

juntas comparten muchas propiedades con las matrices simétricas.

2.2.7. Ejercicios
A FEcuaciones en forma autoadjunta.
1. Reducir a forma autoadjunta las siguientes ecuaciones:
a) 2y +ty +y=0, b) (t* +t2)y" + 263y + 3y =0,
c) y'—tagty’ +y=0, d) f(t)y" +g(t)y=0.
2. Calctlese un sistema fundamental de soluciones de la ecuacion:
(t* + 1)a” + 2ta’ = 0.
Para ello, redtizcase primero la ecuacion a la forma autoadjunta.
3. Redizcase a la forma autoadjunta la ecuacion:
te’ — a2’ +t3x =0.
Transférmese después la ecuacién en otra de la forma:

d?y
p + Q(’T)y =0.
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4. Paraa e R
22"+t + (1 —a®)z =0

se denomina la ecuaciéon de Bessel. Tranformese en una de la forma:
d2y

ﬁ+Q(7)y:0.

5. En el intervalo [a, b] se considera la siguiente ecuacion de coeficientes con-
tinuos:

2 +p1()x’ + pa(t)x = 0.

Usar la transformacion:

para reducir la ecuacién a:

1 1
R Py =0.

Como aplicacién, hallense las soluciones de la ecuacion:

1
o'+ (2t 4+ D)2’ + (2t + Z)a::O.
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2.2.8. Problemas de autovalores autoadjuntos

En la presente seccién consideraremos siempre un operador autoadjunto:
Lr= - (pt)z') +q(t)x t € la,b],

donde p € C'a,b], p(t) > 0 en [a,b], ¢ € Cla,b]. Usaremos condiciones de
contorno de tipo Sturm:

z) = By (z) = an(a) 4 f12'(a)
Bl =0 {82(95) = aox(b) + P2z’ (b),

donde los vectores (a1, 81) y (a2, B2) son ambos no nulos. Se resalta la presencia
del signo menos en la ecuacién.

Definicién 2.24. Dada r(t) € Cla,b] positiva en [a,b] el problema de autova-
lores asociado al operador L y las condiciones de contorno B consiste en hallar
valores de A € R y correspondientes funciones no nulas z(t) que resuelvan:

{Ex = Mr(t)z t € [a,b] (2.19)

B(xz) =0.

Cada A € R cumpliendo esa condicion se denomina un autovalor de (2.19)
y la correspondiente solucidn no nula x = @(t) se denomina una autofunciéon
asociada a \.

Observaciones 2.12.

a) El problema (2.19) se suele denominar problema de autovalores de Sturm-
Liouville.

b) En muchos casos r(t) = 1 para todo t € [a,b].

c) Pudiera haber valores complejos A y correspondientes autofunciones complejas
x(t) cumpliendo (2.19), exactamente igual a lo que ocurre con las matrices.
Veremos que en el caso de (2.19) esto no es posible.

d) Si z(t) es una autofuncion asociada a A todos sus multiplos escalares cx(t)
también son autofunciones asociadas a A. Anédlogamente, el conjunto de auto-
funciones asociadas a A conforman un subespacio vectorial que es el autoespacio
asociado a A.

Desde el punto de vista practico, para hallar los autovalores de (2.19), se
construye, con A € R fijo, un sistema fundamental de soluciones {1 (¢, ), @2(t, \)}
introduciendo la matriz

A(X) = col(B(p1(-, A)), p2(+, A)))-

Entonces A es un autovalor si y sélo si:

detA(X\) = 0.



2.2. PROBLEMAS DE CONTORNO 87

Asi pues las raices de la ecuacién proporcionan los autovalores del problema. El
estudio general de esta clase de ecuaciones cuando el problema no es autoadjunto
o las condiciones no son de tipo Sturm, corresponde a la teoria de funciones
complejas de variable compleja. En la practica, se puede proceder por caclulo
directo en las situaciones sencillas.

Ejemplo 2.13. En el problema de autovalores

{—x” =z t €10,1]
z(0) =xz(1) =0,

el sistema fundamental de soluciones depende de X\ y detA(\) # 0 para A < 0.
S6lo puede haber autovalores para A > 0. En ese caso ¢; = cos vV, @p =

sen v/,

1 0
A= (cos VX sen ﬁ) , detA = sen V) = detA =0,

solo si VA = nar. Los autovalores y correspondientes autofunciones son:
A\, = n’m? on(t) = sennmt n=12....
Ejemplo 2.14. En el problema de autovalores

-z’ =Xz t e [0,1]
2'(0) = 2'(1) =0,

el sistema fundamental de soluciones también depende de A\ mientras que ahora
detA(X) # 0 para A < 0. Solo puede haber autovalores para A > 0. De hecho
A1 = 0 es autovalor con autofunciéon ¢; = 1. Ademas,

A_( 0 VA
—Vsen VA VAcos VA

s6lo si VA = nar. Los autovalores y correspondientes autofunciones son:

) , detA = VAsen VA = detA =0,

Ay = (n—1)%7° ©n(t) = cos(n — 1)mt n=12....
Las cosas no son en general tan sencillas como en los ejemplos previos.

Ejemplo 2.15. Consideramos el problema de autovalores

-z =Xz t€0,1]
z'(0) —z(0) =0
2'(1) + z(1) =0,

El sistema fundamental de soluciones es:

A=—-(*<0 = {cosh(t,senh(t},
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A=¢*>0 = {cos(t,sen(t},

A=0 ={1,t}.

En el altimo caso, detA # 0 y A = 0 no es autovalor. En el primero,

A= ( -1 ¢ > =
¢senh ¢ + cosh( (cosh( + senh ¢ ’

detA = 2¢ cosh ¢ + (¢* + 1) senh ¢,

v la ecuacién
detA =0,

carece de soluciones ¢ # 0. Ello significa que tampoco hay autovalores A < 0.
En el segundo caso,

=

A= -1 ¢
o (Csen( 4+cos¢ (cosC+ senC)
detA = 2¢ cos¢ + (1 — ¢*)sen(.

Es facil ver que las raices (i de la ecuacién detA = 0 cumplen:

(k—l)7r<§k<(k—1)7r—|—g k=23,...,

mientras existe una primera raiz (i en el intervalo (1, 7). Los autovalores del
problema son:
las autofunciones:

©n = (pcos(pt +sen (,t n=12,....

En el siguiente ejemplo, que recoge una variante de las condiciones de Robin,
la determinaciéon de los autovalores es todavia més complicada, especialmente
en lo tocante a localizar los dos primeros autovalores. El primero es, de hecho,
negativo.

Ejemplo 2.16 (&). Consideramos el problema de autovalores

-2 =Xz te[0,1]

El sistema fundamental de soluciones es:
A=—-(*<0 = {cosh(t,senh(t},

A=¢*>0 = {cos(t,sen(t},
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y
A=0 ={1,t}.

En el altimo caso, detA # 0 y A = 0 no es autovalor. En el primero,

=

A= L ¢
" \(¢senh( —cosh( (cosh( —senh(
detA = 2¢ cosh¢ — (¢? + 1) senh (.
Un cuidadoso anélisis, que omitimos, muestra que la ecuacién
detA =0,

admite una tnica raiz A = —(Z2. Ello significa que A\g = —(2 es autovalor con
autofuncién asociada:

o (t) = —(o cosh (ot + senh (pt.

En el segundo caso,

=,

A= ! ¢
- (—Csen( —cos¢ C(cosC — sen()
detA = 2¢ cos¢ + (¢* — 1) sen .

Es facil ver que la ecuacion detA = 0 posee una unica raiz (x:

g+(k71)7r<gk<k7r k=1,2,....

Sin embargo, es mas delicado comprobar que dicha ecuacion carece se raices en
el intervalo inicial (0, 5). Se omiten los detalles. Los autovalores son por tanto:

M=C  n=1,2,...,
las autofunciones:

Yn = —(n cos (pt + sen Gt n=12,....

En la secciéon de ejercicios se proporcionan los detalles omitidos en el célculo.

2.2.9. Existencia de autovalores

En la presente seccién trabajaremos bajo las hipoétesis de la anterior que
recordamos. Consideraremos siempre un operador autoadjunto:

Lz = -(pt)z) +qt)z  tEla,b],

p € Clla,b], p(t) > 0 en [a,b], ¢ € C[a,b]. Las condiciones de contorno B se
toman de tipo Sturm:

Bi(x) = arz(a) + B pla) 2/(a)

By(x) = azx(b) + B2 p(b) ' (b),

B(z) =0
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(o1, B1), (a2, B2) vectores no nulos. Nétese que en las condiciones de contorno se
han cambiado z'(a), 2’ (b) por p(a)a’(a), p(b)a’(b). La variacion, que se introduce
por razones técnicas, es inofensiva y equivale a multiplicar y dividir por p(b).
Esto supone un minimo cambio en los coeficientes (los de antes divididos por
p(b)).

En el siguiente resultado se establecen las propiedades principales que dis-
tinguen a los problemas de autovalores de tipo Sturm—Liouville. Dejaremos para
mas adelante otra de las propiedades fundamentales.

Teorema 2.25. Sea r(t) € Cla,b] wna funcidn positive en [a,b]. El problema
de autovalores (2.19)

- (p(t)x" )" + q(t)r = Mr(t)x t €la,b
(p(0)2")a" + a(t)e = Ar(1) 0,1 220
B(z) =0,
posee las siguientes propiedades.
i) [Infinitud de los autovalores| . Los autovalores de (2.19) son necesariamente
reales. El conjunto de los autovalores constituye una sucesion creciente:
AL <A <o <A<

tal que A\, — 0.

it) [Simplicidad]. Cada autovalor X\, es simple, es decir, todas las autofunciones
asociadas a A, son mailtiplo escalar de una autofuncion o, (t).

iti) [Nodalidad]. Si ¢, (t) es una autofuncién asociada a A, entonces i, se anu-
la exactamente en n — 1 puntos del intervalo abierto (a,b). En particular, las
autofunciones V1 asociadas a A1 tienen signo constante en (a,b).

iv) [Separacion de los ceros]. Si ¥, (t), ¥nt1(t) son autofunciones asociadas a
An < Ang1 entonces entre dos ceros consecutivos de ¥, (t) asi como entre a y el
primer cero de 1, (t), y entre el iltimo cero de ¥, (t) y b, existe un 1inico cero

de wn-i-l (t) .

Observacion 2.17. Una consecuencia del signo menos delante del operador es
que las sucesion A, T 0o0. Si el signo menos no aparece (p(t) > 0, claro esta)
entonces \,, | —oo.

La demostracién del Teorema 2.25 se desglosaremos en etapas (y algunos
detalles seran omitidos).

Teorema 2.25. Cardcter real de los autovalores. Supongamos A es un autovalor
complejo con posible autofuncién compleja ¢ entonces:

Lo = Ar(t)e.
Por otro lado:
(Lo,o)pe = (p, Loy = Mro, )2 = M, ro) 2.

Esto implica que A = ), luego A ha de ser necesariamente real. O
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Teorema 2.25. Simplicidad de los autovalores ii). Supongamos que @, son dos
autofunciones asociadas a A. Entonces cumplen la ecuacién:

Lz —  rz =0.

Como se cumplen las condiciones de contorno, es inmediato ver que W (p,¥) =0
lo que dice que ¥ es un multiplo de . O

Las propiedades de nodalidad de las autofunciones requieren un estudio es-
pecializado sobre los ceros de las ecuaciones de 2° orden que dejamos para la
seccion siguiente.

2.2.10. Ejercicios
{> Problemas de autovalores.

1. Estudiar los problemas de autovalores:

a) -
' +dx=0 te [0,5]
z(0) =0
T
»(3) =©
b)
' +xx=0 tel0,7]
z(0) =0
2 (m)=0
c)
' +Xx=0 tel0,L]
z(0)=0
z(L) =0,
donde L > 0.
d)
"+ Xz =0 telo,L]
2'(0)=0
z'(L) =0,
donde L > 0.

2. Estudiar el problema de autovalores:
-z =Xx te]0,1]

x(0) = 2/(0)
z(1) =0,
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determinando los autovalores \,, y autofunciones asociadas ¢,,.

Demuéstrese que:

\//\n:g—l—mr—i—ﬂn n=20,1,...,

donde 8, — 0 cuando n — oo. Trazar un boceto de las dos primeras
autofunciones g, 1.

3. Estudiar el problema de autovalores:

2" =Xz t€][0,1]
z(0) = 2/(0)
z(1) = 2'(1).

Nota. Este es un ejemplo de condiciones de contorno periédicas.

4. Estudiar los problemas de autovalores:

a)

(tz") + %CE =0 te][l, e
z'(1)=0
2'(e™) =0

b)
(tz") + %:17 =0 tel,em
z(1)=0
xz(e™) =0

T 0
T 0.

Indicacidn. Hacer el cambio t = tag s.

6. Estudiar el problema de autovalores:

1 /

z(0) =0
z(1) =0.

Indicacién. Hacer el cambio s = t3 + ¢.
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7. & La ecuacion:
2¢ cosh¢ — (¢ +1)senh ¢ =0

carece de raices ¢ # 0 en el intervalo (0, 1]. Para ello:

senh ¢

a) Hallese el desarrollo de 6 , donde 6 € (0,1).

senh ¢
¢

b) Compérense los desarrollos de cosh( y 6 . Concluyase la demostra-

cion.
8. & Pruébese que la ecuacion:
2¢ cosh ¢ — (¢ +1)senh ¢ =0
posee una dnica raiz positiva (g > 1.

9. & La ecuacion:
2¢ cos ¢+ (¢2 —1)sen¢ = 0,

carece de soluciones en el intervalo (0, 7). Para ello:

ta,
a) Probar que A8 es creciente en el intervalo.

¢
tag ¢
b) Probar que (1 — C2)T < tag 1.

¢) Concluir la prueba de la afirmacion.
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2.2.11. Ceros de las soluciones de ecuaciones de segundo
orden. Propiedades nodales de las autofunciones

Esta seccion tiene interés general porque permite probar el caracter oscilato-

rio de buena parte de las funciones especiales de la fisica matematica. Su valor
se realza si se tiene en cuenta la dificultad de probar que funciones expresadas

en la forma: -
x(t) = Z ant™
n=0

admiten un nimero infinito de ceros.
Trabajaremos con el operador autoadjunto:

Lz = (pz') + qx,

donde los coeficientes p € C(a,b), p(t) > 0 para todo t, ¢ € C(a,b), se observan,
por conveniencia, definidos en un intervalo abierto (a,b) que bien pudiera ser
(a,0) o todo R.

Proposicién 2.26. Seq z(t) una solucion notrivial de la ecuacion:
Lx=0 t € (a,b).

Entonces sit =tg es un cero de x(t) dicho cero es simple, es decir, x'(tg) # 0.
En particular, los ceros de x(t) en (a,b) son aislados y to no puede ser limite
de una sucesion de ceros t, # ty.

Proposicion 2.27. Sean y(t), z(t) soluciones no triviales de
Lxr=0 t € (a,b)

que comparten un cero t =ty € (a,b). Entonces y(t) y z(t) son proporcionales,
es decir, z(t) = cy(t) para cierta constante c. En particular, comparten todos
los ceros en (a,b).

Corolario 2.28. Una solucion no trivial z(t) de la ecuacion Lo = 0 posee a lo
sumo un nidmero finito de ceros en cada intervalo compacto [, 5] C (a,b).

Observacion 2.18. Si ty es cero de una solucion y(t) y ésta admite algun cero
t > ty entonces existe un “primer” cero t; mayor que to. Ademés este cero es
compartido por todas las otras soluciones z(t) que se anulen en t.

Ello quiere decir que t1, el cero siguiente a to, sélo depende de la ecuaciéon y
no de la solucién particular que se anule en tg.

Estas propiedades merecen una definicion.

Definiciéon 2.29. Dado un cero ty de alguna solucion x(t), se llama su cero
conjugado (si existe) al primer cero t1 mayor que to.

FEjemplo 2.19. La funcién z(t) = senht resuelve 2"’ — 2 = 0 en R, se anula en
to = 0 y carece de ceros conjugados. En el caso de z(t) = sent, ésta resuelve
2" 4+ 2 =0, se anula en ¢t = 0 y su cero conjugado es t; = 7.
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El siguiente resultado compara los ceros de ecuaciones distintas cuando una
mayora a la la otra.

Teorema 2.30 (Teorema de comparacion de Sturm). Bajo las condiciones de
la seccion sean Lix = (px’) +q;z, i = 1,2, operadores de autoadjuntos definidos
en el intervalo (a,b) tales que

q1(t) < g2(t) vt € (a,b). (2.21)
Sea x = p(t) una solucion de
Lix =0,
con dos ceros consecutivos t1 < ta. Entonces toda solucion y = (t) de
Loy =0

posee un cero en el intervalo (t1,t2).

Demostracion. Podemos suponer que ¢ > 0 en (t1,%2). La funcién ¢ ha de
anularse en (t1,%2) si no, podemos suponer que ¢ > 0 en (¢1,t2). Ahora resulta
que:

0< / (- a)ev=— [ A0WYe - ()8)) = Py, (2.22)

t1 t1

Por tanto:
0 < p(t2)@’ (t2)Y(t2) — p(t1)¢' (t1)1(t1). (2.23)
Esta relaciéon es imposible porque el segundo miembro es menor o igual que
cero. O

Corolario 2.31. Se obtiene la misma conclusion si la condicion de comparacion
fuerte (2.21) se reemplaza por la condicion mds débil:

() <qt) & qa#q  en [t ta] (2.24)
Otra consecuencia mas.

Corolario 2.32 (Teorema de separacion de Sturm). Sean ¢, soluciones li-
nealmente independientes de la ecuacion

(pz) +qr =0  te(ab).

Entonces, entre dos ceros consecutivos t1 < to de ¢ existe un inico cero de ¥ y
reciprocamente, entre dos ceros consecutivos ty < ti, de v, existe un unico cero
de .

Demostracion. Razonamos como antes pero ahora observamos que si ¥ no se
anula en (t1,t2) se puede tomar positiva en ese intervalo e incluso tiene que ser
positiva en t = tq,ts. Ahora:

0= / (42— @)t = plt2) ¢ (t2)(t2) — plta) (01 (t2).

ty

Esta identidad no es posible porque el segundo miembro es negativo. O
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Demostracion de i), Teorema 2.25. Sabemos por iii) que si ¥, es una autofun-
cion asociada a A, entonces presenta exactamente n — 1 ceros en (a, b):

a<ty <ty <---<tp_1<b.

Por otro lado, del teorema de comparacién de Sturm, 1,1 posee al menos un
cero tj, € (tgp—1,tx). Asimismo, se prueba que ha de haber ceros de ,41 en
(a,t1) y en (t,—1,b). Como en total suman n resulta que hay exactamente un
cero tj, en (ty—1,tx) patak =2,...,n— 1.

Probamos la afirmacion. Si 1,41 no se anula en (¢,-1,b) podemos suponer
que ¥y, ¥ ¥p41 son positivas en dicho intervalo con ¥y, 11(tn—1) > 0y ) (tn—1) >
0. Usamos la desigualdad (2.22) para concluir:

b
t

b
0< nglﬁnﬂ‘tn_l — P¥ni1¥n = —PUnPni1)—y

n—1 n—1"

Esto no es posible, lo que prueba la afirmacién. O

Definicién 2.33. Se dice que una solucion x(t) de la ecuacion Lo =0, Lx =
(pz")' + g, es oscilatoria en (a,b) si posee infinitos ceros en (a,b).

Observacion 2.20. Una solucién no puede ser oscilatoria en un intervalo com-
pacto [a, b] salvo que sea idénticamente nula.

Observacion 2.21. Si una ecuacién posee una solucién oscilatoria en (a,b) en-
tonces todas las demas soluciones no triviales de la ecuacién son oscilatorias en

(a,b).
Ejemplo 2.22.

z"” +mx = 0 es oscilatoria en R si m > 0 y no oscilatoria en R si m < 0.
En los ejercicios se muestra la siguiente propiedad.
Proposicién 2.34. Sea q € C(a,b). Si q(t) <0 en (a,b) ninguna solucion de
2 +q(t)r =0
puede anularse mds de una vez salvo que sea idénticamente nula.
Por otro lado, del teorema de comparacién de Sturm se deduce lo siguiente.
Proposiciéon 2.35. Sea ¢ € C(a,00) tal que:
q(t) > m > 0.
Entonces la ecuacion " + q(t)x = 0 es oscilatoria en (a,+00).
Un corolario de todo lo dicho es el siguiente.
Corolario 2.36. Sea g € C(a,0) tal que:

lim ¢(t) = m.

t—o00

FEntonces.



2.2. PROBLEMAS DE CONTORNO 97

i) m>0 = la ecuacion z’" + qx = 0 es oscilatoria en (a,00).
i) m<0 = laecuacion 2" + qr = 0 es no oscilatoria en (a,0).
Algunos resultados para el caso m = 0 se tratan en los ejercicios y muestran

que esta situaciéon es dudosa.

2.2.12. Ejercicios

Vv Ceros de las soluciones. Oscilaciones.
1. Hallense todas las soluciones de la ecuacién:
2+ =0
que se anulan en el punto ¢t = ty. Misma cuestién para la ecuacion:
2 —x=0.
Solucién. En el primer caso las soluciones tienen la forma x(t) = ¢ sen(t—
to), ¢ constante.

2. Usar el teorema de separacién de Sturm para demostrar que entre dos ceros
consecutivos de sen 2t + cos 2t existe exactamente un cero de sen 2t + cos 2t.

3. Demostrar que toda soluciéon de la ecuacion:
2+ (t+ 1Dz =0

posee un nimero infinito de ceros positivos. Mas generalmente, probar
que si g(t) es continua y positiva en ¢t > 0 y k es una constante positiva
entonces toda solucion de

2"+ (q(t) + k)z =0
posee una infinidad de ceros positivos.

4. Sea ¢(t) continua y no positiva en (a,b), es decir, ¢(t) < 0 para todo
t € [a,b]. Pruébese que toda solucién no trivial de la ecuacion

2" +qt)r =0

se anula como mucho una vez en el intervalo (a,b). A tal efecto, comprué-
bese primero que si z(t) es no trivial entonces zx’ es una funcion creciente
en (a,b).

5. Sea ¢(t) una funcién continua en (a,b) tal que

0<m<q(t) < M,
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para ciertas constantes m, M y considérese la ecuacion
1
2" 4+ q(t)x = 0.

Si z(t) es una solucion con dos ceros consecutivos t1 < to, pruébese que

™
—— <ta—11 <

VM Vi’

Si o € R es una constante, determinense todas las soluciones de la ecua-
cion:
@
7" _
'+ t—zm =0.
Concluir que es oscilatoria en R si a > %, no oscilatoria en caso contrario.

Sea ¢(t) continua en (a,00) tal que:

lim #%q(t) = 7.

t—o00

Pruébese que:
La ecuacién z” + gz = 0 es oscilatoria en (a,00) si o > 7.
La ecuacion 2’ + gz = 0 es no oscilatoria en (a,00) si a < i.
Decidase si es oscilatoria en [0, 00) la ecuacion diferencial:
b
(etz’) + Plx =0,

donde «, 8 son niimeros reales arbitrarios. A tal efecto, hagase primero el
cambio de funcién incognita:

z(t) = e Ty(t),
lo cual reduce la forma de la ecuacion.

Decidase en cual de los dos intervalos (—oo,0] 6 [0,00) es oscilatoria la
ecuacion de Airy:
2’ —tr=0.

Demuéstrese que toda solucién de la ecuaciéon de Bessel:
22" +ta’ + (t* — o)z =0,
posee infinitos ceros en (0, 00).

En los ejercicios que siguen ¢(t) es una funcién continua en [0, 00) que
cumple ¢(t) > 0.
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a)

11.

Pruébese que toda solucién de la ecuacion
2 +qr=0 t € [0,00)

admite al menos un cero tg.

Indicacidén. Razonar por convexidad.

Pruébese que si 2(t) es una solucién positiva para t > ¢ entonces se cumple

la identidad: ‘ 1(t) t 3/ (s)2
- o an= 50 [

t > c. Para ello se sugiere integrar por partes la expresion:
t 1/
(s
/ () ds.
e x(s)

[

Pruébese que toda solucién en las condiciones de b) admite un punto t; > ¢
donde z’(t;) < 0. Razonando como en a) demuéstrese entonces que z(t)

admite un cero to > tq.
o
/ q(s) ds = oo,
0

pruébese que la ecuacién es oscilatoria en [0, 00).

Se supone ahora que:

Admitiendo que:

& Supodngase que ¢(t) tiene signo constante en (a,b) y que t1 < to son
ceros consecutivos de una solucion z(t) de la ecuacion:

(px") + gz = 0.

Pruébese que z(t) tiene exactamente un extremo local en (t1,12).
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2.2.13. El problema de autovalores en coordenadas pola-
res

Ecuaciones en coordenadas polares. Para probar la parte i) del Teorema (2.25)
escribiremos en polares las soluciones de una ecuaciéon de la forma:

(px') +qr =0 t € la,b),

donde p € Cla,b], p(t) # 0, ¢ € Cla,b]. Llamamos z2(t) = z(t), x1(t) =
p(t)2'(t) y la ecuacion equivale al sistema:

Ty = —qu2
at 196
= —I.
)
Como los ceros de las soluciones x(t) son simples, la curva (z1(t), z2(¢)) no pasa
por (0,0) y existen funciones p(t) > 0, () de clase C! tales que:

2(t) = z1(t) + iza(t) = p(t)e™ ),

donde
p? =% + 23, tagHZX—Q.
X1
Dadas condiciones iniciales z(a),z'(a), p(a) v 6(a) estan univocamente deter-
minados, modulo 2k7 con respecto a 6(a).
Como aprendimos, el sistema precedente en coordenadas polares se escribe

en la forma: )
P =p ( — q) cos O sen 6
p
0’ = = cos? 6 + gsen? 4.
p
Sobre los ceros de las soluciones z(t) de la ecuacion notamos que:
z(t)=0 & 0(t) = 0 mod 7.

Lo ultimo significa que 6(t) = kn para algin k € Z.
Resulta util el siguiente teorema.

Teorema 2.37 (Teorema de comparacion). Sean L;y = (p;y") +qiy operadores
en las condiciones de la seccion cuyos coeficientes cumplen:

0 <pa(t) <pi(t) a1 (t) < qa(t) t € [a,b],

y sean y1(t),y=2(t) soluciones de las ecuaciones L;y = 0, i = 1,2 respectivamente,
tales que:

91 (a) S 92 (a)

FEntonces:
01 (t) < eg(t) YVt € [a, b]
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Mas ain, si
a(t) <ga(t) a<t<b,
entonces

91(t)<92(t) a<t<hb.

Condiciones de contorno en coordenadas polares. La primera observaciéon es que
las condiciones de contorno Sturm:

{Bl(x) = aiz(a) + Bip(a)z’(a) =0
Ba(z) =«

se pueden escribir en la forma:
z(a)cosa — p(a)z’(a) sena = 0 0<a<m,

z(b)cos B —p(b)x'(b)senf=0 0<pB<m,

porque los vectores (aq, 1), (e, B2) son siempre proporcionales a vectores de
la forma:
(cos ap, sen ay) (cos Bo, sen fy),
con —m < qp <0, =7 < By <0y basta tomar a = —ag, 8 = —[0p.
Las condiciones de contorno se traducen en:

{sen(@(a)
sen(6(b)

)

A)

0 & fa)=amodm
0 < 0(b) = 8 mod 7.

Por tanto, una solucién notrivial x(t) cumple By (z) = 0 si y solo si, escrita en

polares cumple 6(a) = a+ k7 para algin k € Z. La misma observacion se aplica
a By(z) = 0.

El problema de autovalores. Escrito en coordenadas polares toma la forma:
, 1
=pl=——(Ar—¢q)|cosfsend
p

0’ = — cos? 0+ (Ar — q) sen? 0,
p

junto con las condiciones de contorno:

0(a) = o mod 7
0(b) = B mod .

Como se ve, resolver completamente el problema es equivalente a resolver la
“parte angular” del mismo:

1
0 = = cos?0+ (M — q)sen? 0
P (r =q) (2.25)

f(a) = a mod T, 6(b) = 8 mod .
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En efecto, una solucion de éste permite calcular p(t) y la solucion se obtiene
haciendo:

x(t) = p(t) sen O(t).

Por otro lado se observa que 6(t) resuelve (2.25) si y sélo si 0(t) + km resuelve
el mismo problema. Eso al final se traduce en que z(t) resuelve el problema de
autovalores si y 80lo si lo resuelve —z(t). Asimismo, si ¢ es cualquier constante las
condiciones iniciales de cz(t) en términos de las de z(t), a saber (p(a),0(a)), son
(le|p(a), 6(a) + k). Luego la representacion polar de cx(t) es (|c|p(t), 0(t) + k).
Queda claro de nuevo que cx(t) resuelve el problema (2.19) si z(¢) lo resuelve,
cosa finalmente equivalente a que 6(t) sea solucion de (2.25).

Demostracion del Teorema 2.25, i) € ii). Vamos primero a establecer la exis-
tencia de autovalores. Sobre la marcha probaremos que los autovalores obtenidos
constituyen realmente la totalidad de los autovalores del problema.

Primero que nada resolvemos el problema de valor inicial:

1
0 = =cos?20+ (M —q)sen?d
p (O =q) (2.26)

0(a) = «,

en la que A es un pardmetro real (pues sabemos “a priori” que los autovalores
son reales). La solucion la denotaremos como:

O(t) = O(t, \).

Sabemos de la teoria de prolongabilidad que (¢, \) esta definida en todo el
intervalo [a, b].

Es importante destacar que las lineas § = k7 hacen positivo el segundo
miembro de la ecuacion. Por tanto una tal linea sélo se cruza una vez y en
sentido creciente. Asimismo si 6(t) cruza 0 = k7 en el instante ¢t = ¢} entonces
x(t) tiene un cero en ty:

x(tr) = p(tx) sen km = 0.

En particular, 6(¢,\) > 0 para todo ¢ € (a,b] y todo A € R
Otra observacion importante se sigue del Teorema de Comparacion: si A} <
Ao entonces:

O(t, \) < 0(t,\2) V€ (a,b].

Es decir, la solucion (¢, A) es estrictamente creciente con respecto a A en cada
punto del intervalo (a, b]>.
El punto clave de la demostracion es el siguiente lema (cuya prueba se omite).

2Puede darse una prueba directa de esta afirmacién sin mas que derivar 6(¢, A) con respecto
a A. Hacen falta sin embargo los resultados de diferenciabilidad con respecto a datos iniciales
y pardmetros
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Lema 2.38. Sea 0(t,\) la solucion del problema (2.26). Entonces, para cada
t € (a,b] se tiene que:

im 0(t,\) =0,  lim 6(t,\) = oo.
A—00

A——o0
Por consiguiente, para cada k € N existe un tnico valor A = Ay tal que:
(b, \) =7+ (k—1)m.

Esta claro que cada A\x define un autovalor de (2.19), y que tal sucesion de
autovalores es estrictamente creciente y cumple:

lim A\, = oo.

Por otra parte, para llegar al valor 5+ (k — 1)m en t = b, 0(t, A\r) debe cruzar
exactamente una vez las lineas = 7, ..., 0 = (k—1)7 en una sucesion creciente
de valores:

a<ty < - <tp_1<b,

que son por tanto ceros de la autofuncion z(t). Como todas las otras autofun-
ciones asociadas a A son proporcionales a z(t), hemos probado que todas las
tales autofunciones poseen exactamente k — 1 ceros en (a,b).

Demostramos finalmente que si A* es un autovalor entonces coincide con al-
guno de los A,. En efecto la parte angular 6(t) de la autofuncion correspondiente
ha de cumplir:

9(@) =+ k17r g(b) = B + k27T (kg Z kl)

Por tanto 60, (t) = 6(t) — k17 resuelve (2.26) para el valor A = \* con 6;(b) =
B+ ko — k1. Esto implica que necesariamente \* = Ag,_g, y hemos concluido la
demostracion del Teorema 2.25. O
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2.2.14. Awutovalores y funciones de Green: teoria de ope-
radores

Desde el punto de vista de los autovalores, es evidente que el problema de
contorno:
Lx=0 t € la,b]
B(z)=0
es no critico si y s6lo si A =0 no es autovalor del problema:

Lx = A\rz t € la,b]
B(z) = 0.

Por otro lado, cuando el problema de contorno es no critico éste admite una
tunica funcién de Green G(t, s), de suerte que, para toda f € CJa,b], la solucion
del problema no homogéneo:

Lz = f(t) t € la,b]
B(xz) =0,

se expresa en la forma:

b
o) =670 = [ Glt9)f(s) ds

La aplicacioén:

G : Cla,b] — Cla,b)
es el operador de Green del problema. Asi, z(t) es autofuncion del problema
asociada a A si y solo si:

G,(@)(0) = 3o(t)  Gilf) = Glr).

Esto significa que los autovalores del problema de contorno son los inversos de
los autovalores del operador:

G.: Cla,b] — Cla,b]
x(t) — G (2)(t) =G(rz).

La teoria de operadores estudia entre otros temas existencia y distribucién de
los autovalores de aplicaciones lineales (operadores lineales) T : X — X entre
espacios de Banach o de Hilbert. La clase mejor estudiada es la de los operadores
compactos que es a la que pertenece el operador G,.. Un teorema general —
el “teorema espectral” (cf. [12])— se aplica directamente a G, para asegurar la
existencia de la infinitud de autovalores.

Sin embargo, la conclusiéon més importante con mucha diferencia que se
extrae del teorema espectral es el caricter de sistema completo de la familia
de autofunciones (Teorema 2.40). Este aspecto del problema de autovalores lo
estudiamos con detalle en una seccién separada.

Enunciamos a continuacién una observacion que describe una familia de
problemas no criticos
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Proposicion 2.39. Bajo las hipodtesis del Teorema 2.25, condiciones de con-

torno B de tipo Dirichlet, Neumann o Robin (Seccion 2.2.1) el problema de
contorno:

{—(p(t)x')' +qt)z=0  teab]
=0

es no critico si q(t) >0 y q(t) £ 0.
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2.2.15. Completitud del sistema de autofunciones: series
de Fourier.

Consideramos R™ con el producto escalar estandar:

n
i=1
Sea V' un subespacio m—dimensional generado por un sistema ortonormal

{v1,.. -, Um},

de suerte que:
m
V={y= Zyivi 1y; € R}
i=1

Es bien conocido que para todo z existe un tnico vector xy € V que es la mejor
aproximacién de z por elementos de V. En otras palabras, la funcién:

ply)=ly—z> yeV
alcanza un minimo en y = x,, = 2111 x;v; y ademas:

m

py) =z -z, P+ (i—2) = (w0,
=1

El vector z, se denomina la mejor aproximacién de x en V. El método de
minimizar ¢ para obtener z, se denomina “de los minimos cuadrados”. Se sabe
ademés que x — zy es ortogonal a V' y por ello se dice que xy es la proyeccién
ortogonal de x sobre V.

Los coeficientes x; de z en el sistema {vy, ..., v} se llaman “coeficientes de
Fourier” de = con respecto a dicho sistema. Cuando V =R" y {v1,...,v,} es
una base ortonormal entonces todos los vectores se representan en la forma:

n
r= invi z; = (z,v;).
i=1

La norma de x cumple:
o =) a7,

Si{wi,...,w,} esun sistema ortogonal (en vez de “ortonormal”) en R™ entonces:

n
xTr = Z.Tﬂ.uL Ty = <I,wz>
=1

Cfwi

y la norma de z cumple:

a2 = 3 2w
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El siguiente teorema recoge el segundo gran resultado de la teoria de proble-
mas de Sturm—Liouville. Se usara la siguiente expresiéon para un nuevo producto
escalar en RJa,bl:

i = [ 100000 a
en donde f,g € Rla,b] y r(t) satisface las condiciones del Teorema 2.25.
Teorema 2.40. Bajo las condiciones del Teorema 2.25 sea
A< Ao <o <A <o e

la sucesidn de autovalores del problema (2.19):

Lz = Ar(t)z t € la,b]
B(z) =0,
y sea Yy, (t) una sucesion formada por autofunciones asociadas a dichos autova-

lores.
FEntonces:

i) [Ortogonalidad]. Para A, # A, las correspondientes autofunciones iy, ¥, son
ortogonales con respecto al producto escalar (-,-)r2(ar), €s decir:

<¢n7 wm>L2(dr) =0.

ii) [Completitud]. Toda funcion f(t) € Cg[a,b] se puede representar en la forma:

f(t) = Z .fn"/)n(t), (2.27)
n=1

donde .
<.f7 7/)7L>L2(d7') _ ja f(t)¢n(t)T(t) dt
(ns ¥n) 2 (ar) [P )r(t) dt

fn:

y donde la serie funcional en (2.27) converge uniformemente en [a,b].
Si @, denota una sucesion ortonormal de autofunciones correspondientes a
An:
{pn, @m)L?(dr) = dnm Onm la “delta” de Kronecker

entonces (2.27) se representa en la forma:
f(t) = Z .fn‘pn(t)a (228)
n=1

donde los coeficientes son:

fn = <fa (pn>L2(dr)-
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Observacion 2.23. Una sucesién ortonormal puede construirse inmediatamente
a partir de una familia ortogonal {,}. Basta dividir cada v, por su norma
L3(dr):
Yn(t) ’
Qpn(t) = #7 |’L/)n|%3(dr) = ﬂ)(t)QT(t) dt.

W)nlLQ(dr) a
Definicién 2.41. La expresiones (2.27) o (2.28) se denominan indistintamente
el desarrollo de Fourier de f(t) en serie de autofunciones del problema (2.19).
En ambos casos f, se denomina el coeficiente de Fourier n—ésimo de f.

Demostracion de i). Para A, # A\t
<£¢n, 7/}m>L2 = <wn7£1/}m>L2 = <A’VLTw7L7 wm>L2 = <1/}71,a A’rrLTw'rrz)L%

A’n,<¢n; ¢77L>L2 (dr) = Am <¢na wm>L2(dr) = <7/)n7 )\7rﬂ/)’m>L2 (dr) = 0,

pues A, # A
La demostraciéon de ii) hace uso de la teoria de operadores compactos. Al
estar mas alla de los objetivos del curso, se omite. O

El teorema de completitud admite una extensién en la que se amplia la clase
de funciones f(t) que se puede representar mediante los desarrollos (2.27) o
(2.28). A tal efecto se introduce en Rla, b], el espacio de las funciones acotadas
e integrable Riemann sobre [a, b], la distancia asociada al producto (-, ~>L2(dr),
a saber:

1/2

b
d(f7g) = ‘f _g|L2(dr) = \/<f _guf _g>L2(dr) = {/ (f _9)2 r dt}

Esta es la distancia en “media cuadratica” (y peso r(t)) de f y g.
Se dice una serie de funciones Y - | g, converge en media cuadrética a g,
Jn, g € Rla,b] si la sucesion de sumas parciales:

Gn(t) = g1(t) + -+ ga(D),

cumple:
|Gn = glr2@ar) — 0.

Teorema 2.42. Sea f € Rla,b] y {pn} una sucesion ortonormal de autofun-
ciones asociada o los autovalores del problema (2.19). Entonces:

F&) =" fatbn(t), (2.29)

donde .
_ <f7 7pn>L2(d7’) _ fa f(t)wn(t)r(t) dt
(ns )iz [P2(0)r(t) dt

y donde la serie funcional en (2.29) converge en media cuadrdtica.

In
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El teorema precedente, conocido como teorema de completitud, se prueba
sin dificultad una vez que se sabe que las funciones de R|a, b] se aproximan en
media cuadrética por funciones del espacio C3[a, b].

Definicién 2.43. Toda familia ortogonal de autofunciones {i,} asociada a los
autovalores del problema (2.19) se denomina un sistema completo de aulofun-
ciones.

Nos ocupamos ahora de los ejemplos més importantes de la teoria: las series
trigonmétricas.

Series de Fourier. Series en senos y series en cosenos

El problema:

-z =Xz t€10,1]
x(0) =xz(1) =0,
tiene autovalores A, = n?n%, n = 1,2,... y autofunciones 1, = sennmt. El

sistema 1, y el sistema ortonormal asociado ¢, = v/2sennnt son completos
(Teorema 2.40).

Proposicién 2.44. Toda f € C?[0,1] tal que f(0) = f(1) = 0 se representa en
la forma:

f) = i by, sennt, (2.30)

n=1

1
by, = 2/ f(t)sennwt dt,
0

siendo la serie uniformemente convergente en [0, 1].
El desarrollo converge en media cuadrdtica si f(t) € R0, 1], sin mds restric-
ciones sobre f.

Demostracion. Un sistema ortonormal de autofunciones es:

‘pn:\/isennﬂ't = f:anSOnv fn:<fa<Pn>L2-

Ahora:
o= {fron)r2 = \@(ﬁ sennms) ez,
luego:
0o 00 oo
f= Z fntpn = Z 2(f,sennms) 2 sennnt = Z by, sennt,
n=1 n=1 n=1
donde:

1
(f,sennms) ez :/ f(s)sennws ds.
0



110 CAPITULO 2. PROBLEMAS DE CONTORNO

Analogamente,
—x" =Xz t€10,1]
2(0) = 2/(1) =0,
tiene autovalores A\, = n?7% n = 0,1,2,... y autofunciones v, = cosnnt. El

sistema ¢, = V2 cosnmt es completo. Por tanto se cumple la siguiente propie-
dad.

Proposicién 2.45. Toda f € C?0,1] tal que f'(0) = f'(1) = 0 se representa
en la forma:

ao -
f@) = 5 + Z ay, cosnt, (2.31)

n=1

1 1
an:2/0 f(t) cosnmt dt ag :2/0 ft) dt,

siendo la serie uniformemente convergente en [0, 1].
El desarrollo converge en media cuadrdtica si f(t) € R[0,1], sin mds restric-
ciones sobre f.

Definicién 2.46. Para f € Rla,b], (2.30) se denomina el desarrollo de Fourier
de f en senos, (2.31) es el correspondiente desarrollo en cosenos.

Utilizando las dos propiedades se demuestra el siguiente resultado.

Proposicién 2.47. Sea f € C?[—1,1] tal que f(—1) = f(1), f'(—1) = f'(1).
Entonces:

f@) = % + Z ay, cosnrwt + b, sennt, (2.32)

n=1

1
b, :/ f(t)sennwt dt,
-1

ap = /11 f(t)cosnmt dt ag = /1 f(t) dt,

siendo la serie uniformemente convergente en [—1,1].
El desarrollo converge en media cuadrdtica si f(t) € R[—1,1], sin mds res-
tricciones sobre f.

Demostracion. Para reducir el caso periédico a los anteriores escribimos:
f(t) = g(t) + h(t)

donde g(t) es par, h(t) es impar y estan bajo las condiciones de las proposiciones
anteriores en el intervalo [0, 1]. Basta tomar:
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Al desarrollarlas en el intervalo [0, 1] uno encuentra que:

ap > )
g(t) = 5 + n; ay, cos nrt, (2.33)
o0
h(t) = Z by, sennt, (2.34)
n=1

donde, al converger uniformemente en [0,1] también lo hacen en [—1,1]. De
ahi sale la convergencia a f del desarrollo (2.32) en [—1,1]. El caso Riemann—
inregrable es igual. O

Observacion 2.24. Las series de la forma (2.32)
a oo
30 + Zl an cosnmt + b, sen nrt,
n=

de la que las series en senos o cosenos son casos particulares, también se llaman
series trigonmétricas. Es también costumbre referirse al desarrollo en cosenos y
senos simultdneamente como el desarrollo en serie de Fourier.

Series de Fourier en otros intervalos

Si f(t) es una funcién acotada y Riemann—integrable en el intervalo [0, L]
en lugar de [0, 1], también se puede desarrollar en serie de Fourier de senos o de
cosenos en dicho intervalo. Basta con efectuar un cambio de escala.

Obtenemos as:

F) =" bysen %t telo, 1), (2.35)
n=1

2 L
by, = Z/o f@) sen%t dt,

o alternativamente:

a e nm

2 [* nm 2 [*
a":Z/O f(t)cosft dt aO:Z/O f(t) dt.
Analogamente, si f(t) € R[—L, L] se la puede desarrollar en serie de Fourier de

senos y de cosenos en la forma:

f@) = % —|—nz::1an cos %t—i—bn sen %t te[-L, L] (2.37)
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1 [ nmw
by, = Z/—L f(t)senft dt,

1 [k nmw 1 [F
an—z/_Lf(t)cosftdt ao—z/_Lf(t) dt.

Especialmente simples son las expresiones de estos desarrollos cuando L = 7.
Por ejemplo, en el dltimo caso una funcién f(t) integrable Riemann se representa
en la forma:

oo
f(t):%+2ancosnt+bnsennt te[-m,ml,

n=1

ap, = — f(t)cosnt dt, ap = — f(@) dt, b, == f(t) sennt dt.
T ) . ) )

Todos los desarrollos son convergentes en media cuadratica. La convergencia
es uniforme si las funciones son de clase C? y cumplen f = 0ent = 0,L en
el caso de senos, f’ = 0en t = 0,L en el caso de cosenos y f(—L) = f(L),

f'(=L) = f(L) en el caso de desarrollos en senos y cosenos en el intervalo
[-L,L].

En el intervalo [—, 7]

Como se ha visto, es en el intervalo [—, 7] donde méas sencillamente se es-
criben los desarrollos en serie de Fourier. Merece la pena que resaltemos algunos
hechos basicos.

Si f € R[—m,w] es par entonces los términos b, = 0, es decir su desarrollo
de Fourier:

ft) = 0%0 + Zancosnt—i—bnsennt: a270 +Zancosnt.

n=1 n=1

Ademas:
2

™
ap, = — f(t) cosnt dt.
T Jo

Por tanto, cuando una funcién es par en [—m, 7] su desarrollo de Fourier en
[—7, 7] coincide con el desarrollo de Fourier en cosenos de su restriccion al
intervalo [0, 7].

Se puede enunciar un resultado recirpoco. Dada una funcién arbitraria f €
R[0, 7], podemos construir su extension par f al intervalo [—7, 7] y hallar su
desarrollo en serie en el intervalo [—, 7]:

ft) = %0 + Zdncosnt+5nsennt.

n=1
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Uno encuentra inmediatamente que b, = 0, a,, = a,, donde

2 ™
ap, = 7/ f(t) cosnt dt.
T Jo

Resumiendo, el desarrollo en serie de cosenos en [0, 7] de f se reduce al desarrollo
en senos y cosenos de su extensién par f al intervalo [—7, 7].

Analogamente, si f es impar los coeficientes a,, de su desarrollo en [—7, 7] son
cero y coincide con el desarrollo en senos de la funcion restringida al intervalo
[0, 71]. Reciprocamente, si f esta definida en [0, 7] su desarrollo en serie de senos
coincide con el desarrollo en serie, en el intervalo [—m, 7], de su extensiéon impar
f a ese intervalo.

Identidad de Parseval

En la presente seccién suponemos que las funciones f, g € R[—m, 7], es decir
son funciones acotadas y Riemann—integrables. Por normalizar suponemos que
los intervalos de definicién son [—m, 7] o [0, 7] segin trabajemos con un tipo
u otro de desarrollo. El primer resultado, consecuencia de la convergencia en
media cuadratica de la serie de Fourier viene a decir que los coeficientes de
Fourier juegan el papel de las coordenadas en una referencia ortonormal en un
espacio euclideo de dimension finita.

Teorema 2.48 (Identidades de Parseval). Para f,g € R[—m, 7| se tiene que:

o) J* f()glt) dt == { £ g+ bb}

apao

2
b " F? di—r {“20 SR
Andlogamente y para f,g € R[0, 7] se tiene que:

o) Jy FD)g(t) dt = {ao;o Py an&n}}

2
O 7 0 de=5 {9+ a2,

maientras:
i ~

e) J5 Fgt) dt = Z {3272 bubn },
£ I3 P2 de = {0 82

Teorema 2.49 (Principio de identidad). Sean f y g funciones continuas en
[—7, 7] con desarrollos en serie de Fourier :

oo — oo
flit)y= % + Z an cosnt + by, sennt, g(t) = % + Z @y, cos nt + by, sen nt.

n=1 n=1

Entonces f(t) = g(t) si y s6lo si ap = @n, by, = by, para todo n.
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Demostracion. Los coeficientes de la funcién diferencia g — f son @y, — an, by, —byp
mientras la identidad de Parseval implica que:

/ﬁ(g—f)2=7r{ +Z n = an)? (bn—bn)Q}.

- n=1
Si los coeficientes son iguales la diferencia ha de ser cero. O

Otro resultado que es consecuencia directa de la convergencia en media cua-
dréatica es la integrabilidad término a término de la serie de Fourier de una
funcion integrable Riemann f.

Teorema 2.50. Sea [ € R[—7, 7| entonces para to fijo y cada t € [—m, 7| se
tiene que:

/f t—to —l—Zan/ cosns ds + by, /sennsds

siendo la convergencia uniforme en [—m,w|. Andlogamente, para f € R[0,7]:

t oo t
/ f(s) ds = Z bn/ senns ds,
to n=1 to

t 00 ¢
f(s) ds:%(t—to)—l—Zan/ cosns ds,
to n=1 to

en donde to,t € [0, 7] y la convergencia es uniforme en [0, 7).

Ejemplo 2.25. La funcion f(t) = 1 se representa en serie de senos en el intervalo

[0, 7]: N
%

Al integrar la serie término a término obtenemos:

>H>J>

ben (2n — 1)t

oo

4 & 1 4 1
2N AN cos(2n— 1)t
W;(an].)Q 7TZ(27171)2 cos(2n — 1)t

n=1

es decir:

; T 4 t+cos3t+c055t+
= — — —<cos —_—t —— -y
2 7 32 52

Por el momento sélo sabemos que la primera serie converge en media cuadrética,
mientras la segunda converge uniformemente de [0, 7] segin se desprende de
la propiedad anterior. Las Figuras 2.1 y 2.2 ofrecen las graficas de las sumas
parciales de la serie (que es una serie funcional).
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35
f(t)
sO(t)
3r s1(t) [
s2(t)
25f b
2F |
15F b
1r i
0.5fF |
O Il Il Il Il Il Il
0 0.5 1 15 2 25 3 35

Figura 2.1: Las tres primeras sumas parciales de la serie de Fourier en cosenos
de f(t) =t y en el intervalo [0, 7]. La primera es so(t) = 7/2, luego vienen
y S2 (f) =1t.
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4 4
0()
3 3
2 2
1 1
0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
4 4
s,(®) s2(t)
3 3
2 2
1 1
0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Figura 2.2: Las tres primeras sumas parciales de la serie de Fourier en cosenos de
f(t) =ty en el intervalo [0, 7], en este caso trazadas por separado y comparadas
con f(t). La primera es so(t) = 7/2, luego vienen y s2(t) =t.
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El problema de la convergencia en las series de Fourier

Decidir qué condiciones debe reunir la funcién f para que su serie de Fourier
converja en un punto ¢ y que ademas la suma coincida con el valor f(t) es una
de las cuestiones méas delicadas del Anélisis Matematico y se remonta al siglo
XVIIIL.

Matematicos como Euler, los Bernouilli, Lagrange, Fourier, Dirichlet, Rie-
mann, Kolmogoroff, etc, se ocuparon de esta cuestion.

El Teorema 2.40, debido esencialmente a D. Hilbert es de principios del siglo
XX y es un producto muy avanzado de la teoria para su tiempo. Notese que
no trata meramente de series trigométricas sino que abarca los desarrollos en
autofunciones de problemas generales de Sturm-Liouville.

Las series trigonométricas se estudiaron con anterioridad y e independen-
dientemente de los problemas de Sturm-Liouville. Una serie de resultados de
convergencia puntual se fueron elaborando para esta clase importante de series
a lo largo del siglo XIX. Las condiciones de convergencia puntual que se encon-
traron son bastante menos restrictivas que las del Teorema 2.40. De eso tratamos
en esta seccién. Debe no obstante subrayarse que la importancia del Teorema
2.40 estriba en su validez para la clase més amplia de desarrollos que provienen
de problemas de Sturm-Liouville. Mas atn, los resultados de Hilbert se apli-
can a ecuaciones integrales y a clases importantes de ecuaciones en derivadas
parciales.

Como referencia trabajamos con series en [—m, 7| y sabemos que si f €
R[—m, 7] la serie:

f(t) = % + Zancosnt+bnsennt,

n=1

converge en media cuadratica. Sin embargo, esta informacién es un tanto difusa.
Por eso nos ocupamos ahora de estudiar qué condiciones debe reunir f para que,
digamos en t = tg:

oo
a
flto) = 50 + Z ay, cos ntg + b, sennty.
n=1

Para interpretar los resultados la teoria requiere que las funciones f(¢) a conside-
rar sean 2m—periddicas. Por tanto, las funciones a estudiar, inicialmente definidas
en [—m, 7], han de extenderse de manera 27 periédica a todo R. Esto es inme-
diato en los puntos R\ {7 + 2k~ : k € Z}. En los puntos t; = 7 + 2k7 se puede
asignar a f el valor f(m) u otro cualquiera, ello no tiene consecuencias sobre la
convergencia de la serie. Lo que si se observa es que la extensiéon serd en gene-
ral una funcién continua a trozos en R. Témense como ejemplos las funciones
f(t) = signo (t), f(t) =t, f(t) = t2, f(t) = |t| o f(t) = €', observadas en el
intervalo [—, 7).

Anéalogamente, los resultados que se enunciarin se aplican a los desarrollos
en senos o en cosenos de funciones f que so6lo estan definidas en el intervalo
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-2.5

Figura 2.3: Extension 2w periodica de f(t) = signo(t)

Figura 2.4: Extension 27 periodica de f(t) =t
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201

15

101

Figura 2.5: Extension 27 periodica de f(t) = e’

35

25

15F

Figura 2.6: Extension 2w periodica de f(t) = |t

119
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101 | | | 1
8r 4
6 4
4t ]
2L ]
or 4
-10 75 6 g 10

Figura 2.7: Extension 27 periodica de f(t) = t2

Figura 2.8: Extension 27 periodica de f(t) = /|t]
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201

15

101

-10 -5 0 5 10

Figura 2.9: Extension par 27 periodica de f(t) = e

[0, 7]. Para situarlos en las condiciones de los teoremas que vamos a establecer,
primero se las extiende en forma impar (serie de senos) o en forma par (serie
de cosenos) al intervalo [—7, w]. La funcién resultante se extiende de forma 27
periddica a R y estamos en condiciones de estudiar la convergencia puntual de
tales series.

Se recuerda que una funcién f es continua a trozos en el intervalo [a,b] si
existen puntos tg = a < t; < --- < t,—1 < t, = b tales que f es continua en
cada intervalo (tx—1,t) existiendo los limites laterales f(tx+) en cada uno de
los puntos t. Esto significa que aunque la funcién f no esté siquiera definida
en los puntos ¢ la funcién f puede extenderse a una funcién continua en cada
intervalo [tx_1,tx]. Una funcién f es C' a trozos en [a, b] si la derivada f’(t) es
continua a trozos en [a,b]. Las extensiones 2m—periddicas de f(t) =t, f(t) = t2,
f(t) = |t| o f(t) = €' son C! a trozos en cualquier intervalo finito [a, b].

Teorema 2.51. Sea f(t) una funcion 2m-periddica que es C' a trozos en
[—7, 7. Entonces:

f(t) = % + Zancosnt+bnsennt,

n=1

en cada punto t € R donde f sea continua. En particular, la identidad es cierta
YVt € [, 7] si f es continua en R.

Observacion 2.26. Se sabe que no basta la mera continuidad de f en t =ty para
que:

oo
flto) = % + Z a,, cosntg + by, sen ntp.
n=1

El éxito del Teorema 2.51 estriba en que ademéas de continuidad se pide a la
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Figura 2.10: Extension impar 27 periddica de f(t) = et
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Figura 2.11: Extension par 27 periodica de f(t) = 5 + 5
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—2F

-3t

-10 —é 6 é 10
Figura 2.12: Extension impar 27 periédica de f(t) = 5 + 3

funcién derivabilidad en un entorno reducido de tg donde las derivadas admiten
limites laterales en tg.

Ejemplo 2.27. La serie de Fourier de las funciones f(t) = t, f(t) = 2, f(t) =
[t|] o f(t) = €' converge puntualmente en (—m, 7). Como las extensiones 27—
periddicas de f(t) = t2 y f(t) = |t| son continuas, sus series convergen pun-
tualmente en [—m,7]. Para f(t) =ty f(t) = €, las series de Fourier también
convergen en t = +m pero no lo hacen a los valores f(4m). A continuacién se
da una explicacién a las ultimas afirmaciones.

Teorema 2.52. En las condiciones del teorema anterior:

[ + 1) _a

oo
5 5 + Z an cosnt + b, sennt, Vit € R,

n=1

donde f(t+), f(t—) son los limites laterales de f en t por la derecha y por la
tzquierda, respectivamente.

Observacion 2.28. Solo por resaltar el resultado, se dice en el Teorema 2.52
que si f es C! a trozos, la serie de Fourier converge al “valor medio” de la
discontinuidad en los posibles puntos donde f sea discontinua.

Ejemplo 2.29. La serie de Fourier de f(t) =t suma cero en t = 7, valor obvia-
mente distinto de f(7) (Figura 2.17). La de f(t) = e’ suma coshm, valor que
tampoco coincide con f(%m).

En la Figura 2.13 hemos trazado (via MATLAB) las cinco primeras sumas
parciales de la serie de Fourier de la funcion signo(t) en el intervalo [—m, 7).
Obsérvese que el comportamiento de la serie en t = km (Figuras 2.14, 2.15) es el
predicho por el Teorema 2.52. En la Figura 2.14 representamos la suma parcial
s17(t). Tanto aqui como en la Figura 2.17 se observa el llamado “fenémeno de
Gibb”, que explicaremos con detalle en las lecciones.
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f(t)
o
si(t)
o =

|

s2(t)
o ~ i
s3(t)
o = iR
ji l\lJ (
o

s4(t)

o K
s5(t)

o

Figura 2.13: La figura muestra las cinco primeras sumas parciales de la serie de
Fourier de la funcién signo(t) en el intervalo [—,7].
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15 ‘

f(t)
s17(t)

0.5f i

-0.51 1

_15 I I I I I I I
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 2.14: Suma parcial s17(¢) de la serie de Fourier de la funcion signo(t) en
el intervalo [—m,7].
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15 T

s17(t)

Figura 2.15: Suma parcial s17(t) de la serie de Fourier de la funcién signo(t) en
el intervalo [0, 77].
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Figura 2.16: Las siete primeras sumas parciales de la serie de Fourier de la
funcién f(t) = t. Se han dibujado en el intervalo [0, 27]



128 CAPITULO 2. PROBLEMAS DE CONTORNO

f(t)
s12(t) | |

Figura 2.17: La suma parcial s12(¢) de la serie de Fourier de la funcion f(t) = t.
Se ha dibujado en el intervalo [0, 27| para resaltar el “salto” en el punto t = 7.
Se observa la formacion incipiente del “fenémeno de Gibb”.
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Convergencia uniforme

El Teorema 2.40 establece la convergencia uniforme de series de autofuncio-
nes en problemas generales. El que sigue es propio de las series trigonométricas.

Teorema 2.53. Sea f(t) una funcion continua y C' a trozos en el intervalo
[—7, 7] que cumple:

f(=m) = f(x).
Entonces la serie de Fourier de f converge uniformemente a f en el intervalo
[—7, 7]

ft) = % + Z a,, cosnt + b, sennt.

n=1

Demostracion. La base de la demostracién es que:

FO) = f=m)+ [ f(s) ds

—T

donde la férmula es coherente porque f’ s6lo deja de estar definida en un ntimero
finito de puntos.
Si la serie de Fourier de f es:

= Z an cosnt + b, sennt,

n=1

la de f' es:

o0
() = Z nby, cosnt 4+ (—n)a,, sennt.
n=1

Asimismo:

| sen nit|
_|_ -

M | cos nt|
[Sar(t) = Sn(D] < Y = (nan) (nbn)

N+1

Mo 12 o 1/2
< {z } {zn2<az+bi>} .
N+1 N+1
La convergencia uniforme sale del hecho de que:

dt*wZn a; +b2

O

Se puede incluso dar una estimacién del error cometido cuando la suma
parcial Sy (t) sustituye a la funcion f(¢).

Teorema 2.54. En las condiciones del Teorema 2.53 se tiene que:

2 M) 12
HORENGIER St P = 2 dt — Zn (a2 +b2) ¢ .
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2.2.16. Ejercicios

1. Calcular la serie de Fourier en senos de la funcion f(¢) = 1 en el intervalo
[0, 7].

Solucion.

41
z sen(2n — 1)t.
7 2 g1 - 1)

n=1

2. Sumar la serie:

> 1
Z (2n —1)%"

n=1
. - 7(2
Solucidén. —.
8
3. Sumar la serie:
o0
>
=.
n
n=1

- 7-(-2
Soluciodn. E

4. Calcular:
La serie de Fourier en senos de f(t) =t en [0, 7].
La serie de Fourier en cosenos de f(t) =t en [0, 7].

La serie de Fourier en senos y cosenos de f(t) =t en [—m,7].

Las mismas tres cuestiones para la funcién f(t) = t2.

Soluciédn.

(=D"

a) =237, —— sennt.

T 4 1
by T oIS os(2n — 1)t
- Ra=p D= (an1)2cos(” )

¢) La misma que a).
d) En el mismo orden que en el caso anterior. Desarrollo en senos:
2

2 -H"-1 =
N (2 -y t.
Wn_l( n3 n( ))senn

El desarrollo en cosenos coincide con el desarrollo en senos y cosenos en
el intervalo [—m, 7]:

7T2 e (_1)n
34—42 5— cosnt.
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. Hallese el desarrollo de Fourier en senos de f(t) = t(m — t) en el intervalo

[0, 7]. { Qué se puede decir de la convergencia del desarrollo?

Soluciodn.

f(t) = % Z ﬁ sen(2n — 1)t.
n=1

En virtud del Teorema 2.40, la convergencia de la serie es uniforme.

. Hallar la serie de Fourier de f(t) = e’ en el intervalo [—7, 7]. ; Cuanto vale

la suma de la serie de Fourier en t = 7?7
Soluciodn.

oo

h 1 -1)"
et =9 7T{24—2( ) (cosnt—nsennt)}.
7r

n?+1

n=1
La suma de la serie en ¢t = 7 es cosh .

Calcular los desarrollos de Fourier en cosenos, y en senos, de f(t) = et en
el intervalo [0, 7].

Solucidén. En senos:
2 1
t n_m
= — E —(1— (-1 J t,
e n( ( ) e )5enn

en cosenos:

2 — 1
t __ ™ n i
e —W{e -1+ E 7n2+1((—1) e —1)cosnt}.

n=1

. Hallar la serie de Fourier de f(t) = w—|t| en el intervalo [—m, 7] estudiando

sus propiedades de convergencia.

Soluciodn.
™

ft) =5+ % > ﬁ cos(2n — 1)t.

n=1

La convergencia es uniforme en [—, 7).

. Hallar la serie de Fourier de f(t) = [¢|.

Estimar el error cometido al substituir f por ss.

Hallar N para que el error se menor que 0,1

Solucién. La serie de Fourier es:

T4 1
5 — ;ZWCOS(QW/_ 1)t

n=1
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Llamamos Ex al error asociado a Sy (t). Entonces Es,. .., Es:
0,3868 0,2375 0,2097 0,1558
mientras Fg, ..., F1ig:
0,1434 0,1158 0,1088 0,0922 0,0877.

Vemos pues que con nueve términos N = 9 bajamos de 0,1.

10. Hallar la serie de Fourier de f(t) = t*. Determinar el error cometido al
substituir f por ss.

Solucidn. La serie de Fourier es:

? n=1 nt
El grupo:
4 292 292 _
s3(t) = % —8(m* — 6) cost + 8 5 ) cos 2t — 8 i; 6) cos 3t.
El factor:
: N 1/2
™
a :{G—Zn?} = 10,5328
1 IN=3
El grupo:

IN=3

320 L/ 5 ., (4r2—6)2  (9r2—6)2\ "
{7—8 ((w —6)" g g — 41,3947,

el error es:
FE3 = ab = 22,0531.



Capitulo 3

Ecuaciones en Derivadas
Parciales

3.1. Ecuacion de las ondas

Las siguientes materias se impartieron en formato virtual: problema de va-
lor inicial para la ecuacién de ondas homogénea y no homogénea; férmula de
D’Alembert; ondas viajeras; método de separacién de variables.

3.1.1. Unicidad

La siguiente cuestion quedd pendiente.

Proposicién 3.1. (Unicidad de soluciones) Sea u(x,t) € C* una solucion de

eu=0 reR,t>0
u(z,0) =0 zeR
u(2,0) =0 r eR.
FEntonces:
u(z,t) = 0.

Demostracion. Fijamos Py = (xo,t0) con tg > 0. Por Py pasan las rectas:
x — 2o = Fc(t —tp)
que cortan al eje Ox en
A = (xg — cto,0) B = (x¢ + cto, 0).

Formamos el tridngulo T' = Py AB donde aplicaremos el teorema de la divergen-
cia (o la formula de Green).

133
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Partiendo de:
2
Ugg — C Ugg = 0,
multiplicamos por u;:
2
Uy — C Uy = 0,

anadimos +c?ug gy
2 2 _ 0
Ullgr + C Ug Uzt — € (Uplgy + Uplge) = 0,

y obtenemos:
Fo+ Gy = 0,

donde

F = Puguy G=- 1uQ—i—ﬁuz .
) 2 t 2 x

El campo (F, G) se anula en el lado AB de T. Al aplicar a (F,G) el teorema de
la divergencia (o la formula de Green) en T

/ (—F + Q) ds—|—/ (F+cG)ds=0,
AP, PyB
donde las integraciones se efectiian con la orientacién sefialada en los lados de T'.
Este fue el ejercicio que muy amablemente propuso y resolvio el Prof. Antonio
Bonilla.

Efectuando las integrales en ese orden y multiplicando por 2/c:

Zo
2 _ 22
/ (—2cuzuy —ui —c uw)‘t:t0+c,1($7m0) dzr+
x

o—cto

To+cto
2 _ 2,2 —
/ (QCurut —Uu; — ¢ um) lt=to—c—1 (z—z0) dz = 0.
z

Es decir:

Zo
2
/ (ur + Cux)|t:to+c—1(w—wo> dz+
T

o—cto

xo+cto 5
/ (ut + Cum)nzto_c—l(m_m) dx = 0.

Zo

De la primera integral sale que:

d
a(u(xo—ﬁ—c(t—toﬁt)):ut—i—cuz:0 0 <t <tp.

Asf u(zg + ¢(t —to), t) es constante y:
0 = u(xo — cto,0) = u(xzg, to).

Luego u se anula en Py y como Py es arbitrario entonces u(z,t) = 0 para todo
(z,t). Eso es lo que se queria demostrar. O
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3.1.2. Problemas de valor inicial y de contorno

El problema de Dirichlet para la ecuacién de ondas,

Upp = gy O<z<mt>0
u(z,0) = f(z) O<z<m 3.1)
ut(x,0) = g(x) O<z<m

u(0,t) = u(m,t) =0 t>0,

puede tratarse con el método de separacién de variables.
Como se vio en la clase virtual, consiste en buscar soluciones de la forma:

u= X(z)T(t),
lo que nos lleva a la ecuacién:

X// 1 T//
X a7
Esta a su vez al problema de contorno,

X"+ AX =0
X(0) = X(r) =0,

que proporciona los valores A\, = n? a los que corresponden soluciones X, (z) =
oy, sennz. Los mismos valores de A = n? permiten determinar las funciones de
t, T,.(t) = B cosnct + v, sennct. Alternativamente,

Xn T, = (an cosnct + b, sennct) sen nx (n €N).

Por este simple procedimiento podemos determinar la solucién de la familia
finito dimensional de datos iniciales,

N
f= E ap senne,
n=1

N
g= E B sennz.
n=1

Tal solucién es,

N
B
un(z,t) = Z(an cosnct + n—z sennct) sen ne.

n=1

0,7], g € C0, 7] cumplen

De los resultados del Cap. II sabemos que si f € C?|
0) = f(m) = f(z) =0, g(0) =

las condiciones de compatibilidad f(0) = f”(
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g(m) = 0 entonces podemos representarlas,

o0
f= Zansenna?

o0
g= Z B sennz

n=1

G/Owg(s) ds:i%fi%cosnx.

n=1 n=1

siendo en todos los casos uniforme la convergencia. La serie:

o0
u = «,, cosnct + & sennct) sennx
>

ne
n=1
[e.9] [e.9] /8
n
= g ay, cosnct sennx + g — sennctsennz :=uy +uz (3.2)
ne
n=1 n=1

proporciona una expresion para la solucién de problema (3.1).
Esto se justifica como sigue:

ulzg a, cosnctsennr = — E ansenn x—i—ct E ansennx—ct)

n=1 771

ST+ et) — [l ),

luego u; es C? —aunque no sea posible derivar dos veces la serie término a
término— y es la solucion de (3.1) correspondiente a g = 0. Analogamente,

Uz = Z&sennctsennﬂc = —{ Z—cosn (x + ct) +Z —cosn (x —ct)}

%{G(m‘ +ct) — G(z — ct)}.

De nuevo, us es C? y define la solucién de (3.1) con f = 0, aunque —como antes—
no estemos autorizados a derivar dos veces la serie. Por tanto, (3.2) representa
la solucién a pesar de que las manipulaciones de diferenciabilidad término a
término de la serie no sean posibles.

En caso del problema de Neumann,

Ut = CPUyy O<x<mt>0
u(z,0) = f(x) O<z<m (3.3)
w(x,0) = g(x) O<z<m

Uz (0,t) = ug(m,t) =0 t>0,
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con datos f € C?[0,7], g € C*[0, 7] cumpliendo las correspondientes condiciones
de compatibilidad:
ff=¢g'=0 z=0,m,

se tienen las representaciones (uniformemente convergentes):

oo
f=a0+ E Qy, COS NI

n=1

g=00+ Zﬁncosmc

n=1
_ [ _ — D
G= g(s) ds = Box + Z -, Senna.
0

n=1

Aplicando el método de separacién de variables como en la primera parte, lle-
gamos a la siguiente expresion formal de la solucién,

o0
u = ag + bot + Z(an cosnct + by, sennct) cos n.

n=1

A la vista de los datos los coeficientes son:

o0
u = ag + Lot + Z(an cosnct + P sen nct) cos n.
ne

n=1

En efecto, es otra vez facil probar que:
1 1
u= i{f(:v +et)+ flx—ct)} + Q—C{G(x +ct)+ Gz —ct)},

que es la formula de D’Alembert.
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3.2. Ecuacion del calor unidimensional

La temperatura u(z,t) de un medio unidimensional en el punto x e instante
t puede describirse en condiciones adecuadas mediante (ecuacion del calor o de
la difusién):
ou 0%u
ot ox2’
donde D > 0 es el coeficiente de difusividad térmica. Mediante cambio de escala
se puede suponer que D = 1. Escribimos la ecuacién en forma abreviada:

Ut = Ugy- (34)

Definicion 3.2. El problema de valor inicial o de Cauchy para la ecuacion del
calor consiste en hallar u(z,t) € C?[R x (0,00)] tal que:

Iim  u(y,t) = f(x Ve € R,
o (y,t) = f(z)

donde f, el dato inicial, es una funcion dada de antemano. Abreviadamente:

= Ugzzx eER, t>0
{“t v “ (3.5)

Una solucion de (3.5) cumpliendo u(x,t) € C*[R x (0,00)]N € C[R x [0,00)] se
dice que es una solucion cldsica. En ese caso, f tiene que ser continua en R,

Observacion 3.1. Noétese que no se pide —ni es conveniente— que la ecuacion se

cumpla en ¢t = 0.

3.2.1. Problema de valor inicial

Se trata de proporcionar una solucion al problema (3.5). Antes unas obser-
vaciones elementales.

Proposicién 3.3. Supdngase que u(z,t) resuelve:
Ut = Ugy,
enx € Rt > 0. Entonces, Vy e R, 7 € R
v(z,t) = u(tr —y,t — 1),

resuelve la ecuacion enx € Rt > 7.
Andlogamente, YA > 0

ux(z,t) = u(V Az, At)

también es solucién de la ecuacion del calor para todo A > 0.
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Ejemplo 3.2. La funcioén:

1 2
u(z,t) = e” 4,

VAt

es solucién de la ecuacion del calor en t > 0. Para 7,y € R

_ (z—y)?
v(z,t) = ——e @,
dm(t — 1)
también es solucién en ¢t > 7.
Definicion 3.4. La funcion
1 22
u(z,t) = e” 4,

vVt

se conoce como la solucion fundamental de la ecuacion del calor.

Observacion 3.3.
a) Como se verd la solucién fundamental sirve para generar todas (dentro de un
orden) las soluciones de la ecuacion del calor.

Un aspecto que no se ha comentado es el caracter altamente irreversible de
la ecuacién del calor. Obsérvese que

1 .2 0 x#0
e~ T —
VAt 00 t=0,

cuando t — 0+. De alguna manera, u(z,t) representa la “dispersion” de una
cantidad unidad de energia liberada en © = 0 para ¢ = 0 (una “detonacion”).
Asi, mientras la solucién tiene un comportamiento suave cuando t crece, el
comportamiento “retrogrado” cuando t — 0+ es pésimo: se trata de una funcién
que vale 0 si x # 0, co si x = 0.

En la Figura 3.1 se representan los perfiles de la solucién fundamental para:

t=0,0001, t=0001, t=001 &

La siguiente propiedad trata con funciones de la forma:
u(z,t) = / K(z,t,y) dy, (3.6)

y se desea saber bajo qué condiciones es u(z,t) de clase C* y las derivadas
responden a la férmula:

= (z,t,y) dy. (3.7)

9tBy, oo gatB K
- t — -
ozoor 1) / Dz dtP
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30 T T T

251 b

201 b

10| b

Figura 3.1: Perfiles de la solucién fundamental para ¢ = 0,0001, ¢ = 0,001,
t=001ldyt=01.
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Proposiciéon 3.5. Sea K(z,t,y) definida en x,s € R, t > 0 una funcidn que
cumple las propiedades siguientes:

i) Para cada (x,t) la funcion K(z,t,y) es absolutamente Riemann—integrable en
R con respecto a y.

i4) La funcion K(z,t,y) es de clase C* en R x (0,00) con respecto a (z,t) para
todo y € R\ F donde F es un conjunto finito de valores de y. Ademds, las

funciones K, (z,t,y), Ki(z,t,y) son absolutamente Riemann—integrables en R
con respecto a Y.

ii) Cada (xo,to) admite un entorno U y funciones absolutamente Riemann—
integrables en R con respecto a s, fi(s), i =1,2,3 tales que:

‘K(mvtas)l éfl(s)v |Kx(.’b,t,8)| §f2(5); ‘KI((E,t,S)‘ §f3(5)7

para todo (x,t) €U, s € R.

Entonces u(x,t) definida por (3.6) es de clase C' y sus derivadas se expresan
en la forma (3.7).

Teorema 3.6. Sea f(x) una funcion acotada que es absolutamente Riemann—
integrable en R. Representamos por

U(I,t) = IC(f)(:Z?,t) =

1 z—y)>
- /R 5 1 (y) dy. (3.8)

Se cumplen las siguientes propiedades

a) u € C®°(R x RT) es una solucion de la ecuacion del calor que cumple:

]‘, 7t - b
o, o Ul&:t) = f(@o)

en todos aquellos puntos xo donde f es continua. Si f es continua en todo R,
u(z,t) define una solucion cldsica de (3.5).

b) Para f(xz) =1 se tiene:
)@ t) = 1.

¢) (Conservacion de la energia)

/Ru(x,t) dm:/Rf(a:) dx t>0.

d) (Comparacion con el dato inicial)
inf f <wu(z,t) <supf xz € R, t>0.

e) (Positividad)
f>0 = u > 0.

/) (Unicidad). Para f € C(R) acotada, u es la inica solucion cldsica acotada en
R x (0,00) del problema (3.5).
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g) (Regularidad hasta t = 0) En las condiciones precedentes, si f € CF(R)
entonces u admite derivadas parciales:

& )
uj(:c,t):@ j=1...k,
y cada u; resuelve el problema:
Up = Ugg zeR, t>0
u(z,0) = f9)(x).

Observacion 3.4. Debe advertirse que con f € C(R) en las condiciones del teo-
rema previo, el problema (3.5) no tiene la propiedad de unicidad de soluciones.
Como se afirma en e), la unicidad es cierta si nos restringimos a la clase de las
soluciones que son acotadas.

Observacion 3.5. La expresion (3.8) se llama la formula de Poisson.

A efectos de los ejercicios se define la funcién “error’:

¢
Erf(¢) = \%/0 e do.

Se introduce asimismo la funcion de Heaviside (funcién escalon):

>
0(z) = 1 x>0
0 x < 0.

3.2.2. Ejercicios

1. Hallar qué ecuacion diferencial ordinaria cumplen las soluciones de la ecua-

cion del calor de la forma:
u(z,t) = ¢ (\2) .

Solucién. Llamando ( = %,

¢

¢//+§¢/:O.

2. Se considera el problema de valor inicial:

= Ugx ceR t>0
{ut Uy x (39)

u(z,0) = 6(z) x eR.

i Qué condiciones debe cumplir ¢(¢) para que

ula,t) = 6 (ﬁ) ,
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sea solucién de dicho problema.

Solucién. Se tiene

lim $(C) = lim () = 1.

{——o0 (—+o0

. Resuélvase (3.9) en base a los ejercicios anteriores.

Solucién. Se tiene:

ula,t) = 6 (ﬁ) 7

6(C) = = + SExf (g) .

donde:
2 2
Pruébese directamente que si u(z,t) resuelve (3.9) entonces YA > 0:
ux(z,t) = u(vV Az, At),

también es solucion.

. Resuélvase ahora (3.9) usando la formula de Poisson (3.8).

. Hallar una solucién de los problemas de valor inicial:

{ut:um rzeR, t>0

en los siguientes casos.

f(z) = 0(=x).

f(z) = 0(z — a).

fx) =0(b—x).

flz) = XI( ) donde si I = [a, b],

Xf(f){(l) z;;

Ut = Ugpy r€e€R, t>0
u(x,0) = e’
Solucidn.
u(z,t) = eT-1t
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8. Resolver, mediante (3.8) el problema:

Ut = Uz zeR, t>0
u(z,0) = e’
donde a > 0.
Soluciédn.
1 0/‘74‘2
u(z,t) = ———=eT-4az,

V1 —4at

9. Hallese una soluciéon del problema de Cauchy (3.5) para la ecuacion del
calor unidimensional con dato inicial u(x,0) = x2. Una guia para hacerlo
es la que sigue. Priebese que si u(z,t) es una hipotética solucién enton-
Ces Ugzyq(x,t) también satisface la ecuacion del calor con dato f(z) = 0.
Concluyase de aqui (jilegalmente !) que gz (x,t) = 0. Usando esta in-
fromacién calcular una solucion.

10. La misma cuestién que en el problema anterior con el dato f(z) = e~ 7.

3.2.3. Problema de valor inicial y de contorno

Estudiamos el problema:

Ut = Ugy O<x<mt>0
u(z,0) = f(z) O<z<m (3.10)
B()’ZLZO,BW'LL:O t >0,

donde las condiciones de contorno son de tipo Dirichlet:
Bou = u(0,1) Bru = u(m,t),

o Neumann:
Bou = uz(0,1) Bru = ug(m,t).

Teorema 3.7. El problema (3.10) admite a lo mds una solucion u(zx,t) €
C?[0,7] x [0, 00).

Observaciones 3.6. Pueden probarse resultados mejores. Si f € C[0, 7], f(0) =
f(m) = 0 entonces el problema de Dirichlet:

Up = Ugy O<z<mt>0
u(z,0) = f(x) O<z<m (3.11)
u(0,t) =0, u(m,t) =0 t>0,

admite una tnica solucién en C2[(0,7) x (0,00)] N C[[0, 7] x [0, 00)].
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Analogamente, el problema de Neumann:

Up = Ugy O<z<mt>0
u(z,0) = f(x) O<z<m (3.12)
uz(0,8) = 0, ug(m,t) =0 t>0,

admite admite una tnica solucién en C2[(0,7) x (0,00)] N CL[[0, 7] x [0, 00)] si
fecto,ny
f(0) = f'(m).

3.2.4. Solucién del problema de Dirichlet por separacién
de variables

Supongamos que f € C[0,7] es C! a trozos y cumple:

Se sabe entonces (Capitulo II) que:
f(z) = Z by, sennz, (3.13)
n=1

siendo la serie uniformemente convergente en [0, 7]. Usando el método de sepa-
racion de variables (véase la ecuacion de ondas) se encuentra que la serie:

(o)
u(w,t) = Z e~""b,, sen na, (3.14)
n=1

satisface la ecuacion del calor para t > 0, siendo de clase C* en esa region.
Cumple ademés las condiciones de contorno.
Puede probarse ademéas que:

lim UfL‘,t - bnsenn:c = €T 3.15
(@)= (20,0) (@) 2::1 0 = f(zo) (3.15)

Vo € [0, x]. Por tanto (3.14) es la solucién cléasica del problema de Dirichlet.

Observacion 3.7. La serie (3.13) tiene sentido con tal que f(z) sea integrable
Riemann y acotada. Converge a f en media cuadrética. Con esa sola hipotesis
se comprueba que la serie (3.14) es C*° en t > 0 y cumple las condiciones de
contorno, también en ¢ > 0. Ademds, si xop € (0,7) es un punto de continuidad
de f entonces la funcion u(x,t) ajusta con el dato inicia en xq es decir, se cumple
(3.15). Los detalles no son sencillos.

En particular, con la sola hipotesis f € C[0, 7], f(0) = f() el problema de
valor inicial admite una solucion u € C*°{t > 0} que cumple u € C[0, 7] x [0, 00).
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3.2.5. Solucién del problema de Neumann por separacién
de variables

Ahora partimos de f € C'*[0, 7] cumpliendo:
f(0)=f'(m) =0.

Anadimo la condicién de que la propia f’ sea C' a trozos. Se sabe entonces
(Capitulo IT) que:
ao

o0
fl@) = 5 + Z ap cosnx,
n=1

siendo la serie uniformemente convergente en [0,7]. La misma propiedad se
cumple para la derivada teniéndose que:

o0
f(z) = Z —na, senne.
n=1

Usando de nuevo el método de separacion de variables se encuentra que la serie:

[ee]
u(z,t) = % + Z e ""q,, cos ne, (3.16)

n=1

satisface la ecuacion del calor para t > 0, siendo de clase C*> en esa region.
Cumple ademads las condiciones de contorno.
Puede probarse ademéas que:

; ap >
(x,t)gr?mo,o) U(.’E,t) = ? + ;an COSNITy = f(iCQ)

Vo € [0, 7]. Por tanto (3.16) es la solucién clasica del problema de Neumann.
Observacion 3.8. Como en el caso Neumann, con menos condiciones de regula-
ridad se pueden conseguir soluciones. No insistimos en los detalles.

3.2.6. Ejercicios

1. Resolver el problema de Neumann:

Ut = Ugyg 0<$<7T,t>0
u(z,0) = f(x) O<z<mw
Uz (0,8) =0, ug(m,t) =0 t >0,

para las siguientes elecciones de datos iniciales:

a) f(z) ==

b) f(x) = cos?x — sen? z.
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¢) f(z) =22
d) f(z) =sen®xcosx.

2. Resolver el problema de Dirichlet:

Ut = Ugy O<zx<mt>0
u(z,0) = f(z) O<z<mw
u(0,t) =0, u(m,t)=0 t>0,
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